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Re´sume´
Notre investigation porte sur la simulation nume´rique des e´changes thermo-convectifs
dans un canal vertical ouvert a` flux impose´. Cette e´tude rentre dans le cadre des recherches
sur le rafraıˆchissement passif des composants PV inte´gre´s au baˆtiment. `A cet effet, un code
nume´rique en Diffe´rences Finies est utilise´ pour re´soudre les e´quations de Navier-Stokes et
simuler la convection naturelle dans un canal. Ce proble`me reste difficile a` re´soudre parce
que l’e´criture des conditions aux limites d’entre´e et de sortie reste un proble`me ouvert. Notre
travail consiste d’abord en e´tude des diffe´rentes conditions aux limites pour le benchmark
nume´rique AMETH. Les travaux re´alise´s ont permis de faire un premier choix sur les conditions
aux limites. L’e´tude s’oriente ensuite sur la qualification et la quantification nume´riques et
expe´rimentales pour deux fluides : l’air (convection-rayonnement) et l’eau (convection pure).
Les re´sultats nume´riques/expe´rimentaux ont e´te´ compare´s et les discordances ont e´te´ analyse´es.
Plusieurs aspects phe´nome´nologiques (rayonnement entre surfaces, variation des proprie´te´s
thermo-physiques, variation du nombre de Prandtl) ont e´te´ aborde´s afin de caracte´riser leurs
influences respectives sur l’e´coulement et le transfert thermique. Enfin, dans le but d’apporter
des e´le´ments de re´ponses sur les conditions aux limites dynamiques, nous avons simule´ la
convection naturelle d’un canal dans une cavite´ et tente´ une mode´lisation.
Mots cle´s : convection naturelle, canal ouvert, conditions aux limites, rayonnement entre
surfaces, nombre de Prandtl, proprie´te´s thermo-physiques
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Abstract
The present investigation deals with natural convection flow in a vertical open-ended
channel with wall constant heat flux. This study falls under the framework of research on
passive cooling of building integrated PV components. For this purpose, a numerical code
developed with Finite Differences scheme is used to solve Navier-Stokes equations and
simulate the natural convection in a channel. This problem is difficult to solve because the
writing of inlet/outlet boundary conditions remains an open problem. First, our work consists
of studying different boundary conditions for the numerical benchmark AMETH. The work
carried out has enabled a first choice of boundary conditions. The study then focuses on
numerical and experimental quantification and qualification for two fluids : air ( convection -
radiation) and water ( pure convection) . Experimental and numerical results were compared
and discrepancies were analyzed. Several phenomenological aspects ( surface radiation,
thermophysical properties variation, Prandtl number variation ) were discussed in order to
characterize their influence on flow and heat transfer. Finally, in order to provide some answers
on dynamical boundary conditions, we simulated natural convection of a channel inside a
cavity and tried a modeling.
Key words : natural convection, open-ended channel, boundary coonditions, surface
radiation, Prandtl number, thermophysical properties
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A rapport de forme
b demi largeur du canal, m
Cp capacite´ calorifique a` pression constante, J/kgK
d largeur du canal, m
drc taille d’e´coulement de retour
der taille de recirculation
D diffusivite´ thermique de l’air, m2/s
e e´paisseur de la paroi, m
F facteur de forme
g acce´le´ration de la pesanteur, 9.81m/s2
Ges de´bit adimensionne´ entrant en sortie du canal
Grd nombre de Grashoff base´ sur la largeur, gβqd4/ν2λ
GrH nombre de Grashoff base´ sur la hauteur, gβqH4/ν2λ
Gr∗ nombre de Grashoff modifie´, gβqd5/ν2λH
H hauteur du canal, m
J radiosite´, W/m2
J∗ radiosite´ adimensionne´e
k constante
L Longueur, m
m˙ de´bit massique
Nu nombre de Nusselt moyen
N nombre d’e´le´ments de surfaces
NuY nombre de Nusselt local
Nur nombre Nusselt moyen radiatif
p pression, Pa
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P pression adimensionne´e
˜P pression adimensionne´e avant correction
Pr nombre de Prandtl, ν/α
q densite´ de flux de chaleur, W/m2
q∗ densite´ de flux de chaleur adimensionne´e
Rad nombre de Rayleigh base´ sur la largeur, GrdPr
RaH nombre de Rayleigh base´ sur la hauteur, GrHPr
Ra∗ nombre de Rayleigh modifie´, Gr∗Pr
r rayon, m
r re´flectivite´
t temps, s
T tempe´rature, K
u vitesse horizontale, m/s
U vitesse horizontale adimensionne´e
U∗ vitesse horizontale interme´diaire adimensionne´e
v vitesse verticale, m/s
V vitesse verticale adimensionne´e
V ∗ vitesse verticale interme´diaire adimensionne´e
˜V vitesse verticale adimensionne´e avant correction
V e vitesse moyenne adimensionne´e a` l’entre´e du canal
V s vitesse moyenne adimensionne´e en sortie du canal
vr vitesse radiale, m/s
vθ vitesse tangentielle, m/s
Symboles grecs
α diffusivite´ , m2/s
α˜ absorptivite´
β coefficient d’expansion thermique de l’air, 1/K
4t pas de temps
4T diffe´rence de tempe´rature
δd e´paisseur de couche limite dynamique
δt e´paisseur de couche limite thermique
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
ε e´missivite´
λ conductivite´ thermique de l’air, W/mK
µ viscosite´ dynamique, kg/m.s
ν viscosite´ cine´matique, m2/s
φ diffe´rence de pression, φ = Pn+1−Pn
ψ fonction de courant
ρ masse volumique, kg/m3
σ constante de Stephan-Boltzmann, W/m2K4
τ transmissivite´
θ tempe´rature adimensionne´e
Indices et exposants
b de´bitante
c correction
e/s entre´e/sortie du canal
0 ambiante(tempe´rature)/atmosphe´rique (pression)
w paroi
r radiatif
re f re´fe´rence
t total
Abre´viations
CLMD condition aux limites modifie´e
FDP Fac¸ade double-peau
GB Bernoulli globale
GB0 Bernoulli globale ze´ro
GLO grande longueur d’onde
LB Bernoulli locale
LB0 Bernoulli locale ze´ro
PLO petite longueur d’onde
PC paroi chaude
PF paroi froide
PV photovoltaı¨que
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Introduction ge´ne´rale
La diminution de la consommation e´nerge´tique constitue l’un des enjeux majeurs de notre
socie´te´ actuelle. En effet, les principales sources d’e´nergie actuelles proviennent d’e´nergies
fossiles (Pe´trole et charbon) dont la ressource est de plus en plus limite´e et de plus en plus
che`re. Nos consommations e´nerge´tiques sont telles que la pollution induite est e´leve´e, avec
notamment une tre`s grande quantite´ de gaz a` effet de serre rejete´e dans l’atmosphe`re. Il est par
conse´quent, ne´cessaire de maıˆtriser les consommations e´nerge´tiques et de de´velopper d’autres
sources d’e´nergie, en particulier les e´nergies dites renouvelables, qui ces dernie`res anne´es se
sont conside´rablement de´veloppe´es. En effet, l’Europe mise pour 2020 sur une re´duction des
consommations e´nerge´tiques de 20% comple´te´e par 20% de production d’e´nergie renouvelable.
Le baˆtiment e´tant le secteur le plus e´nergivore (consomme 40% environ de l’e´nergie
totale en France), il a rec¸u une attention particulie`re et des solutions ont e´te´ envisage´es afin
de maıˆtriser sa consommation en e´nergie. D’autres solutions sont de´veloppe´es pour produire
localement de l’e´nergie et atteindre des baˆtiments a` e´nergie positive (BEPOS) de`s 2020.
Concernant la ge´ne´ration d’e´lectricite´, les composants photovoltaı¨ques sont actuellement
les mieux place´s. Cependant, il est encore tre`s difficile d’assurer l’autonomie e´nerge´tique
d’un baˆtiment avec des panneaux solaires a` cause des surfaces de captation insuffisantes.
Par ailleurs, l’un des facteurs limitant de tels syste`mes re´side dans le fait que le rendement
effectif des modules PV est fortement de´pendant de leur tempe´rature de fonctionnement. En
effet, les conditions d’inte´gration de ces composants peuvent engendrer une augmentation de
leur tempe´rature de fonctionnement impliquant la chute de leur rendement e´lectrique. Des
modes d’inte´gration favorisant leur ventilation naturelle sont donc a` mettre au point. Parmi
les configurations envisageables, l’inte´gration en ”double-peau” consiste a` adjoindre une
lame d’air entre l’enveloppe primaire du baˆtiment et les composants PV . Le fonctionnement
en pe´riode estivale, incluant la production d’e´lectricite´ et l’utilisation du composant comme
chemine´e solaire, est ainsi le plus de´licat a` envisager.
Le dimensionnement de cette lame d’air reste a` de´terminer afin de favoriser a` la fois l’effet
chemine´e et les transferts de chaleur. Dans notre cas d’e´tude, la fac¸ade double-peau PV est
forme´e de deux parois verticales, la premie`re  externe  constitue´e comple`tement ou en partie
de composants photovoltaı¨ques (paroi chaude), la seconde correspond au mur primaire du
baˆtiment (paroi non chauffe´e). Le fonctionnement de tels syste`mes est encore mal compris
car il fait intervenir de nombreux phe´nome`nes physiques couple´s (convection, rayonnement,
stratification, ...) et fortement de´pendant des conditions exte´rieures.
Ce travail porte sur l’e´tude nume´rique fine des transferts thermo-convectifs dans un canal
1
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
ouvert soumis a` une densite´ de flux de chaleur. `A cet effet, un code de calcul interne e´crit
en Diffe´rences Finies et destine´ au de´part pour simuler l’e´coulement et le transfert thermique
dans des cavite´s ferme´es, a e´te´ modifie´ afin de traiter le cas d’une ge´ome´trie semi-ouverte
du type canal vertical. Le code a e´te´ ame´liore´ pour e´tudier les transferts de chaleur et de
masse au sein du canal et tient en compte plusieurs phe´nome`nes physiques : conduction,
convection et rayonnement entre surfaces. Le travail pre´sente´ ici consiste d’abord a` mieux
cerner les conditions aux limites a` prendre a` l’entre´e et en sortie du canal. En effet, imposer
des conditions aux limites ade´quates a` l’entre´e s’ave`re tre`s difficile lorsque seule la force
d’Archime`de est responsable de la dynamique de l’e´coulement. Ensuite, les conditions aux
limites entre´e/sortie e´tant fixe´es, l’e´tude s’oriente sur la comparaison des re´sultats nume´riques
sur les expe´rimentations mene´es au laboratoire. Les sources potentiels d’erreurs entre les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux sont analyse´es afin de rendre meilleures les pre´visions
nume´riques et cela en prenant en compte des aspects phe´nome´nologiques tels que : le
rayonnement entre surfaces et la variation des proprie´te´s thermo-physiques en fonction de
la tempe´rature. Afin d’aller plus loin dans la connaissance des conditions aux limites, une
mode´lisation a e´te´ re´alise´e dans le cas d’un canal ouvert contenu dans une grande cavite´.
Ce manuscrit est divise´ en 5 chapitres. Le premier chapitre permet de positionner
cette e´tude. Le contexte ge´ne´ral et les enjeux e´nerge´tiques associe´s, puis le principe de
fonctionnement d’un syste`me double-peau sont pre´sente´s dans un premier temps. Une revue
bibliographique est ensuite re´alise´e sur la convection naturelle en canal vertical pour fixer
les objectifs et l’orientation de notre e´tude. Le mode`le mathe´matique ainsi que les me´thodes
nume´riques sont de´veloppe´es dans le second chapitre. Le chapitre suivant consiste a` valider
les me´thodes nume´riques en comparaison avec plusieurs e´tudes de la litte´rature. Le chapitre 4
est de´die´ a` la comparaison entre les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux. Enfin, le dernier
chapitre comporte la mode´lisation des conditions aux limites dynamiques a` l’entre´e d’un canal
contenu dans une large cavite´.
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Chapitre I
Contexte et e´tude bibliographique
1 Introduction
Dans ce premier chapitre, nous pre´sentons le contexte ge´ne´ral lie´ aux enjeux e´nerge´tiques
et au re´chauffement climatique dans lequel s’inscrit cette e´tude. Dans le cadre de la re´duction
de la consommation e´nerge´tique et de la diminution des e´missions de gaz a` effet de serre
GES, le secteur du baˆtiment est une cible privile´gie´e. L’inte´gration massive des composants
photovoltaı¨ques en configuration double-peau est l’une des solutions explore´es. Le mode
de fonctionnement le plus de´licat reste en e´te´ ou` l’effet chemine´e reste le seul moteur de
l’e´coulement. L’inte´reˆt de ce type de syste`me est l’utilisation du rayonnement solaire pour
ventiler par convection naturelle les cellules PV dont le rendement diminue et le vieillissement
augmente avec l’augmentation de leur tempe´rature de fonctionnement. Une valorisation de
cette surface de captation en hiver consiste a` re´cupe´rer l’air pre´chauffe´. Notre investigation
nume´rique s’inscrit donc dans le cadre d’une e´tude amont sur l’inte´gration a` grande e´chelle des
composants PV aux baˆtiments.
Le contexte climatique et les enjeux e´nerge´tiques qui en re´sultent sont expose´s dans
la section 2. La section 3 pre´sente le fonctionnement d’une fac¸ade double-peau PV, la
proble´matique scientifique lie´e a` cette configuration ainsi que le positionnement de notre e´tude.
La section 4 pre´sente une revue bibliographique sur des e´tudes nume´riques et expe´rimentales de
la convection naturelle en canal vertical ainsi qu’une analyse de´taille´e des conditions aux limites
dynamiques utilise´es dans les e´tudes nume´riques. Cette section permettra d’orienter notre e´tude
en analysant les diffe´rents aspects qui ont fait l’objet d’investigations lors de cette the`se. Enfin,
nous ferons une synthe`se de ce chapitre.
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(a)
FIGURE I.1 – Variations de la tempe´rature moyenne terrestre (a) et du niveau moyen de la
mer dans l’he´misphe`re nord (b) [2]. Les diffe´rences sont calcule´es par rapport a` des moyennes
annuelles (en traits gras) entre 1880 et 2000.
2 Contexte climatique et enjeux e´nerge´tiques
2.1 Les causes du re´chauffement climatique
L’augmentation du CO2 dans l’atmosphe`re est lie´e a` une hausse de la tempe´rature terrestre a`
cause d’une forte concentration des gaz a` effet de serre (GES). Il a e´te´ constate´ constate´ que les
e´missions de CO2, en grande partie lie´es a` la combustion d’e´nergie, repre´sentent plus que les
3/4 des e´missions mondiales. Selon le rapport 2010 du Groupe d’experts Intergouvernemental
sur l’ ´Evolution du Climat GIEC [2], ce changement climatique serait duˆ a` l’activite´ humaine
avec 90 % de certitude. Par conse´quent, la communaute´ internationale a pris conscience de
l’impact important du changement climatique et de la ne´cessite´ d’agir au niveau international.
2.2 Bilan de la consommation e´nerge´tique
L’e´puisement a` court moyen des ressources d’e´nergies fossiles ainsi que le re´chauffement
climatique poussent la communaute´ internationale a` entreprendre des solutions notamment, la
diminution de la consommation e´nerge´tique et l’utilisation des e´nergies propres. Or, parmi les
secteurs les plus polluants, le baˆtiment repre´sente actuellement un tiers de la consommation
mondiale d’e´nergie et pourrait re´duire ses e´missions de CO2 a` l’aide des technologies e´conomes.
2.3 Re´duction de la consommation e´nerge´tique du baˆtiment en France
La France a inscrit l’objectif de la re´duction de la consommation e´nerge´tique dans sa
strate´gie de de´veloppement durable. Elle s’engage a` re´duire les e´missions des GES dans le
baˆtiment graˆce a` trois plans d’action majeurs :
– La re´duction de consommation d’e´nergie du baˆtiment
4
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(a) (b)
FIGURE I.2 – a) ´Evolution des e´missions mondiales de GES entre 1990 et 2004. b) Parts des
GES dans les e´missions totales en 2004 en e´quivalent CO2. Figures prises de la re´fe´rence [2].
FIGURE I.3 – a) Consommation d’e´nergie dans le monde, b) en Europe et c) en France en
2008. Les donne´es sont prises de la source http ://www.iea.org.
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FIGURE I.4 – Domaine spectral d’une cellule PV. Source : http ://www.technologyreview.com
FIGURE I.5 – Caracte´ristiques tension-courant (a` gauche) et tension-puissance (a` droite)
d’une cellule photovoltaı¨que soumise a` un e´clairement de 1000 W/m2 pour diffe´rentes
tempe´ratures de fonctionnement. Figure prise de la re´fe´rence [3].
– L’ame´lioration des performances e´nerge´tiques des baˆtiments via notamment les syste`mes
qu’ils inte`grent
– La production locale d’e´nergie renouvelable
Notre e´tude rentre dans le cadre des efforts mene´s en lien avec la production locale
d’e´lectricite´. En effet, les besoins d’e´lectricite´ sont en augmentation importante. Le besoin
d’inde´pendance e´nerge´tique a pousse´ la France a` de´velopper l’e´nergie nucle´aire qui est
une e´nergie propre. Cependant, plusieurs proble`mes se posent concernant cette e´nergie.
Actuellement la seule e´nergie durable est l’e´nergie solaire qui peut eˆtre exploite´e localement
par la technologie du photovoltaı¨que.
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(a) (b)
FIGURE I.6 – (a) Fac¸ade double-peau en partie recouverte de panneaux PV (Chine). (b)
Fac¸ade double-peau inte´gralement recouverte de panneaux PV (Chine).
2.4 Inte´gration aux baˆtiments des composants PV (IBPV)
De nos jours, il est encore difficile de satisfaire les besoins e´nerge´tiques d’un baˆtiment
avec des panneaux PV en toiture a` cause des faibles rendements et des surfaces de captation
insuffisantes. L’inte´reˆt actuel est tourne´ vers l’inte´gration des panneaux PV aux surfaces baˆties.
Les conditions d’inte´gration aux baˆtiments des composants PV constituent un facteur limitant
de tels syste`mes compte tenu de la forte de´pendance des cellules PV en tempe´rature. En effet,
l’e´vacuation de la chaleur par la face arrie`re des panneaux PV devient difficile en raison de
la pre´sence du baˆtiment. Par conse´quent, le fonctionnement en e´te´, incluant la production
d’e´nergie e´lectrique et l’utilisation du syste`me comme chemine´e solaire, s’ave`re ainsi un
proble`me tre`s de´licat.
Afin de reme´dier a` ce proble`me, l’inte´gration est faite en configuration fac¸ade type double-
peau. Une lame d’air est intercale´e entre le panneau et le baˆtiment afin de cre´er un e´coulement
de convection naturelle entre les deux et d’ame´liorer le rafraıˆchissement des cellules PV.
3 Positionnement de l’e´tude
3.1 Fac¸ade double peau photovoltaı¨que
En plus des fonctions d’une FDP classique, l’inte´gration des composants PV dans des
fac¸ades double peau permet de produire localement de l’e´lectricite´. L’ide´e est d’exploiter
au mieux l’e´nergie solaire, la double-fac¸ade PV pouvant ainsi fournir de la chaleur et de
l’e´lectricite´. C’est ce type d’inte´gration auquel nous nous inte´resserons dans notre e´tude. Dans
le cas de ce syste`me, la fac¸ade est recouverte entie`rement (voir fig. I.6(b)) ou en partie (fig.I.6(a))
par des modules PV.
7
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Chapitre I. Contexte et e´tude bibliographique
FIGURE I.7 – Fonctionnement d’une fac¸ade avec paroi primaire opaque et l’autre paroi
totalement recouverte de panneaux (PV) ; (a) Fonctionnement hiver ; (b) Fonctionnement e´te´
3.1.1 Fonctionnement d’une FDP photovoltaı¨que
Les fac¸ades photovoltaı¨ques inte´gre´es aux baˆtiments sont en ge´ne´rale forme´es par deux
parois verticales, la premie`re externe constitue´e inte´gralement ou partiellement recouverte
de cellules PV (cf. Fig. I.7), la deuxie`me correspond au mur du baˆtiment. Entre ces
deux parois, se trouve une lame qui fait l’objet d’une circulation d’air, ce qui va influencer le
transfert thermique et l’e´coulement au sein de la FDP et donc va avoir un impact sur le baˆtiment.
Dans le cas de fac¸ade externe inte´gralement ou partiellement recouverte de cellules PV,
le flux lumineux est rec¸u par la fac¸ade externe et en partie e´vacue´ par conduction et par
rayonnement a` l’arrie`re des panneaux PV. Le controˆle de la lame d’air qui permet d’assurer
le refroidissement des cellules PV, est soumis a` deux sce´narios principaux d’utilisation
correspondant respectivement au fonctionnement d’hiver et au fonctionnement d’e´te´ (cf.
Fig. I.7 ). En hiver, l’air chaud montant au sein du canal est redistribue´ dans les locaux du
baˆtiment (e´coulement force´ a` l’aide de la ventilation me´canique controˆle´e (VMC)). En e´te´, les
tempe´ratures de fonctionnement sont e´leve´es et cela entraıˆne la diminution du rendement des
cellules photovoltaı¨ques. Un e´coulement de convection naturelle est cre´e a` l’inte´rieur du canal
et l’air chaud sort par la partie haute de la fac¸ade.
Dans la suite de cette e´tude, nous e´tudierons d’abord la configuration acade´mique ou` la
paroi externe est entie`rement ou en partie compose´e de panneaux photovoltaı¨ques. Le cas d’une
alternance de cellules PV et de vitrages sur la paroi externe fera l’objet de perspectives. Le
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cadre de l’e´tude est restreint au mode de fonctionnement de la FDP photovoltaı¨que en pe´riode
estivale essentiellement base´ sur l’effet chemine´e. Les cellules PV sont conside´re´es comme
des sources de chaleur e´vacuant un flux qui pourra eˆtre suppose´ uniforme [20][21]. Ainsi, dans
notre e´tude, nous conside´rons un canal vertical ouvert soumis a` une densite´ de flux uniforme sur
l’une ou sur deux de ces parois. Ces e´tudes acade´miques permettrons dans un premier temps,
de mieux comprendre les phe´nome`nes physiques mis en jeu dans une configuration type fac¸ade
double-peau.
3.1.2 Analyse physique
Afin de ve´rifier la pertinence de la FDP photovoltaı¨que vis-a`-vis du refroidissement des
cellules PV, il est indispensable de comprendre l’ensemble des diffe´rents types de transfert
thermique intervenant au sein de la lame d’air. Le sche´ma I.8-b pre´sente les transferts de
chaleur mis en jeu dans le cas d’une double-peau constitue´e en partie de panneaux PV et de
vitrages. La configuration d’e´tude qui correspond au fac¸ade est montre´e dans la figure I.8-c.
C’est un sche´ma simplifie´ puisque nous avons dans un premier temps supprime´ les vitrages
et ainsi ne´glige´ la part du rayonnement solaire qui vient intercepter le mur primaire. Ainsi, la
configuration acade´mique a` e´tudier sera un canal ouvert chauffe´ sur une ou sur deux de ses
parois.
L’inte´rieur de la double-peau (dans notre exemple) est ainsi constitue´ de zone chaudes et
opaques situe´es sur les deux parois, qui vont engendrer un e´coulement de convection naturelle
qui va interagir avec le rayonnement de surface et cre´er deux couches limites thermiques le
long des parois du canal. Ce syste`me fait donc intervenir les trois modes de transfert de chaleur :
– la conduction dans les panneaux PV (non prise en compte dans notre e´tude) ;
– le rayonnement, les surfaces chaudes de la double-peau (panneaux PV et murs) vont
rayonner entre elles ;
– la convection naturelle qui va refroidir la face arrie`re des panneaux PV.
Ce syste`me peut eˆtre e´galement tre`s sensible aux conditions exte´rieures notamment l’effet
du vent. L’optimisation du fonctionnement d’un tel syste`me ne´cessite donc la prise en
conside´ration des me´canismes physiques mis en jeu ; c’est la raison pour laquelle une e´tude
multi-e´chelle est mene´e au laboratoire CETHIL.
3.2 ´Etude multi-e´chelle d’une double fac¸ade photovoltaı¨que au CETHIL
Afin d’analyser les phe´nome`nes physiques qui interviennent dans l’inte´gration des
composants photovoltaı¨ques aux baˆtiments, une e´tude multi-e´chelle est mene´e au CETHIL.
Cette e´tude se base sur des investigations expe´rimentales et nume´riques fines ainsi que sur
des prototypes de fac¸ades de taille re´elle in situ. Le but de cette e´tude dans un premier temps
est d’analyser se´pare´ment (e´tudes nume´riques et expe´rimentales) les diffe´rents phe´nome`nes
physiques ayant lieu au sein de la fac¸ade (conduction, convection, rayonnement, humidite´...).
Dans un deuxie`me temps, les diffe´rentes investigations seront regroupe´es ce qui permettra
une compre´hension plus approfondie de la double-fac¸ade et ce qui facilitera par la suite son
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Mur du bâtiment
Zone chaude
Couche limite thermique
Rayonnement infrarouge
Ecoulement de 
convection naturelle
(a) (b) (c)
Panneau PV
FIGURE I.8 – a) Configuration d’une fac¸ade double-peau photovoltaı¨que. b) Modes de transfert
thermiques. c) Configuration d’e´tude simplifie´e.
dimensionnement et son controˆle.
Cette e´tude rentre donc dans le cadre de deux projets ANR, le projet ANR-JC CERISES,
coordonne´ par le CETHIL, de´die´ a` l’analyse des transferts couple´s (conduction-convection-
rayonnement) dans un canal vertical ainsi que le projet RESSOURCES soutenu par l’ADEME
et relatif a` l’inte´gration de composants PV au sein de composants d’enveloppe actifs et
dynamiques des baˆtiments.
Une partie de notre travail a contribue´ a` un benchmark nume´rique [15] dans le cadre du
re´seau AMETH dans lequel le CETHIL est implique´. Des proble´matiques lie´es a` la mode´lisation
de la convection naturelle en canal ouvert sont mises en avant, notamment celle lie´e a`
l’imposition des conditions aux limites dynamiques entre´e/sortie. Les simulations nume´riques
permettront de fournir a` la communaute´ scientifique une base de donne´es importante reliant,
a` la fois les caracte´ristiques dynamiques et thermiques des phe´nome`nes e´voluant au sein de la
lame d’air.
3.3 ´Etude nume´rique de la convection naturelle dans un canal vertical
ouvert
Le fonctionnement des doubles fac¸ades photovoltaı¨ques est complexe du fait des couplages
existants entre les diffe´rents modes de transfert de chaleur et de masse au sein de la lame
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d’air. Afin de mieux cerner ces phe´nome`nes complexes, le CETHIL a` mis en place une
de´marche qui consiste d’abord a` cerner se´pare´ment chaque phe´nome`ne physique dans le but
de comprendre ensuite leurs influences. La deuxie`me e´tape de cette de´marche est de´die´e a`
l’e´tude des couplages entre les diffe´rents phe´nome`nes au sein de la lame d’air. Des expe´riences
en conditions controˆle´es et des e´tudes nume´riques sont consacre´es a` cet effet. Pour la
pre´sente investigation, nous avons choisi d’e´tudier nume´riquement les transferts thermiques
et l’e´coulement au sein d’une fac¸ade double-peau mode´lise´e par un canal vertical dont l’une
ou deux parois sont chauffe´es partiellement ou en totalite´. Plusieurs aspects importants feront
globalement l’objet de notre e´tude :
– e´tendre un code existant de´die´ a` l’origine a` une cavite´ ferme´e afin d’e´tudier la convection
naturelle dans un canal ouvert.
– de´finir les conditions aux limites ade´quates entre´e /sortie.
– e´tudier l’influence des conditions aux limites dynamiques existantes en pression .
– comparer des calculs avec les e´tudes expe´rimentales existantes.
– e´tudier la convection naturelle dans l’eau et dans l’air (effet du Prandtl).
– e´tudier le couplage convection/rayonnement entre surfaces.
– mode´liser les conditions aux limites en pression a` l’entre´e du canal.
4 ´Etude bibliographique
4.1 Introduction
La convection naturelle en configuration canal vertical est incontournable dans de
nombreuses applications industrielles, comme les composants e´lectroniques, les collecteurs
plans solaires, les fac¸ades type double-peau. Par conse´quent, la convection naturelle en
canal vertical a rec¸u une grande attention par un bon nombre de chercheurs, des e´tudes tant
nume´riques qu’expe´rimentales ont e´te´ mene´es pour ame´liorer les connaissances sur le transfert
thermique et la dynamique de l’e´coulement dans ce type de configurations. Le controˆle de
l’e´coulement de convection naturelle dans des ge´ome´tries semi-ouvertes s’ave`re tre`s complexe
compte tenu des faibles vitesses mises en jeu. Ceci est principalement duˆ a` la grande sensibilite´
de ce type d’e´coulement aux conditions exte´rieures qui comprennent les fluctuations de
pression, de tempe´rature et la variation des vitesses exte´rieures.
Dans le cadre d’e´tude des fac¸ades double-peau photovoltaı¨ques, les investigations
expe´rimentales et nume´riques se sont inte´resse´es a` deux sce´narios de fonctionnement de ce
type de syste`me : fonctionnements en hiver et en e´te´. En e´te´, les e´tudes se sont plus focalise´es
sur le phe´nome`ne de convection naturelle. Les objectifs de ces e´tudes e´tant l’ame´lioration de
l’e´change thermique fluide/parois dans le but de re´duire les tempe´ratures parie´tales. En hiver,
les e´tudes se sont concentre´es sur la re´cupe´ration de chaleur en sortie de la fac¸ade qui servira
a` pre´chauffer les locaux du baˆtiment. Dans ce cas, le crite`re d’optimisation sera base´ sur le
de´bit massique et les diffe´rences de tempe´rature entre l’entre´e et la sortie du canal. Ce mode
de fonctionnement est assure´ a` l’aide de la ventilation me´canique controˆle´e (VMC). Meˆme si
l’objectif de cette the`se concerne le refroidissement des modules PV en pe´riode estivale, il est
inte´ressant d’e´valuer la capacite´ de re´cupe´ration de chaleur a` la sortie du canal. Cependant, le
11
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Chapitre I. Contexte et e´tude bibliographique
mode de fonctionnement de la double-peau en hiver correspond a` un cas de convection mixte
ou force´e.
Par la suite, nous passons en revue un nombre d’e´tudes expe´rimentales et nume´riques sur
la convection naturelle. Cette e´tude bibliographique nous permettra de justifier les choix faits
sur l’orientation de notre e´tude en faisant ressortir les manques de la litte´rature et en analysant
les besoins ne´cessaires a` la compre´hension de notre proble´matique.
4.2 Convection naturelle dans un canal vertical
Nous allons aborder dans cette partie des e´tudes expe´rimentales et nume´riques sur la
convection naturelle pure en canal vertical. Ces investigations se sont concentre´es sur l’e´tude
du phe´nome`ne de convection naturelle sans distinguer les trois modes de transfert thermique
(conduction, convection, rayonnement), donnant ainsi une estimation du transfert thermique
global.
La convection naturelle dans un canal vertical a e´te´ e´tudie´e a` partir des anne´es 40. Les
premiers travaux expe´rimentaux et the´oriques sont re´alise´s par Elenbaas [4], il effectue des
mesures thermiques de la convection naturelle de l’air entre deux plaques verticales isothermes.
L’expe´rience est mene´e pour un nombre de Rayleigh modifie´ par le rapport de forme Ra∗
compris entre 0.1 et 105. Elenbaas (1942) [4] constate que dans la limite de la valeur la plus
petite de l’espacement entre les deux parois d’un canal suffisamment long, le nombre de Nusselt
caracte´risant le transfert de chaleur total transmis au fluide de´pend seulement du nombre de
Rayleigh modifie´ (Nu = f (Ra∗)). De plus, il a de´termine´ les diffe´rents modes d’e´coulement
en fonction d’un nombre de Rayleigh modifie´ : a` faibles nombres de Ra∗, l’e´coulement est
pleinement de´veloppe´ avec des couches limites qui se rejoignent au centre du canal tandis qu’a`
nombres de Ra∗ e´leve´s, les couches limites restent inde´pendantes (cf. Fig. I.9). Dans cette
e´tude, Elenbaas [4] a propose´ des corre´lations entre le nombre de Nusselt moyen et le nombre
de Rayleigh modifie´.
Des e´tudes nume´riques ont vu le jour par la suite. En 1962, Bodoia et Osterle [22] ont
mene´ la premie`re investigation nume´rique sur l’e´coulement de convection naturelle dans un
canal chauffe´ en tempe´rature. Dans leur e´tude, les auteurs ont utilise´ un mode`le parabolique
des e´quations de Navier-stokes et ont suppose´ une vitesse uniforme ainsi qu’une pression
atmosphe´rique a` l’entre´e du canal. Les re´sultats obtenus en terme de Nu ont montre´ un bon
accord avec ceux obtenus par Elenbaas [4] pour des faibles nombres de Ra∗. Par la suite, Aung
et al. [23] conduisent une e´tude nume´rique sur un e´coulement de convection naturelle dans un
canal chauffe´ en tempe´rature et en densite´ de flux de chaleur. Les hypothe`ses de leur e´tude
sont les meˆmes que celles utilise´es par Bodoia et Osterle [22] (mode`le parabolique de N-S,
vitesse et pression uniformes impose´e a` l’entre´e du canal). Ils comparent leurs re´sultats avec
ceux obtenus pour une seule plaque plane isotherme par Sparrow et Gregg [24] et trouvent
une diffe´rence de 10% en terme de nombre de Nusselt pour Ra∗ > 104. Ces e´tudes constituent
la base de nombreuses e´tudes mene´es ulte´rieurement sur les e´coulements de convection
naturelle dans un canal. Des corre´lations des nombres de Nusselt local et moyen ainsi que des
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FIGURE I.9 – Re´gimes d’e´coulement en convection naturelle pour un canal chauffe´
syme´triquement en tempe´rature [4] : re´gime pleinement de´veloppe´ a` gauche (a) ; re´gime type
couche limite a` droite (b)
tempe´ratures maximales de parois en fonction du nombre de Rayleigh et du rapport de forme
ont e´te´ e´labore´es suite a` ces e´tudes. Nous pouvons citer Churchill et Usagi [25] qui ont donne´
une corre´lation ge´ne´rale du nombre de Nusselt moyen et Bar-Cohen et Rohsenow [26] qui
ont proposent des corre´lations base´es sur le formule de Churchill et Usagi [25] pour diffe´rents
cas de chauffages. Bar-Cohen et Rohsenow [26] ont donne´ e´galement les espacements et les
nombres de Nusselt optimums pour un meilleur e´change convectif. Par la suite, Carl-Olof
Olsson [27] revisite les corre´lations en terme de nombre de Nusselt et donne en plus des
corre´lations en terme du de´bit massique dans le cas de chauffages isotherme et isoflux. La
plupart des recherches re´centes en matie`re de convection naturelle dans un canal ouvert se sont
inte´resse´es a` des e´tudes parame´triques base´es sur la variation des parame`tres ge´ome´triques
(rapport d’aspect, rapport d’extensions adiabatiques), la variation de la densite´ de flux et la
non-uniformite´ du chauffage.
L’approximation des proprie´te´s thermophysiques constantes a e´te´ commune´ment adopte´e
dans les travaux pre´ce´dents afin de simplifier les e´quations de Navier-Stokes, tandis que peu
d’attention a e´te´ accorde´e aux effets des proprie´te´s thermophysiques variables en fonction de
la tempe´rature. Lorsque le rapport entre la diffe´rence de tempe´rature maximale (entre la paroi
et le fluide) et la tempe´rature ambiante est au-dessus de la limite de validite´ de l’hypothe`se de
Boussinesq, les variations des proprie´te´s physiques dans le fluide ne peuvent pas eˆtre ignore´es.
Citons Guo et Wu [28] qui ont re´alise´ une e´tude nume´rique sur l’influence des proprie´te´s
variables sur le de´bit massique induit par convection naturelle dans un canal chauffe´ en densite´
de flux uniforme. Les auteurs ont utilise´ un mode`le parabolique des e´quations de Navier-
Stokes. L’e´tude est effectue´e pour des nombres de Rayleigh modifie´ de 0.01 ≤ Ra∗ ≤ 104 et
des rapports de forme de 0.03 ≤ d/L ≤ 0.06. Leur e´tude a montre´ que le de´bit massique et le
nombre de Nusselt dans le canal sont infe´rieurs a` ceux obtenus en supposant des proprie´te´s
constantes et l’approximation de Boussinesq. Ils ont montre´ e´galement que l’effet de la
variation de densite´ (traine´e thermique) conduit a` une de´pendance non-monotone du de´bit
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massique induit dans le canal. Par la suite, Hernandez et Zamora [29][30] e´tudient l’influence
des proprie´te´s variables sur la convection naturelle dans un canal d’air vertical soumis a` un
chauffage uniforme et asyme´trique en densite´ de flux. `A cet effet, les auteurs utilisent un
mode`le elliptique des e´quations de conservation. Les re´sultats en terme de de´bit massique, du
nombre de Nusselt et de profils de vitesse sont pre´sente´s pour des nombres de Rayleigh de
10≤ Ra∗ ≤ 107 et des rapports de forme de 0.02≤ d/L≤ 0.08. Hernandez et Zamora [29][30]
constatent une re´duction importante de la zone de recirculation qui de´croıˆt presque line´airement
en augmentant Ra∗. Ils constatent aussi que la variation des proprie´te´s thermophysiques induit
un de´bit massique plus important dans le canal pour le cas des nombres de Rayleigh impliquant
des recirculations en sortie du canal, tandis qu’il diminue le´ge`rement pour les nombres de
Rayleigh plus petits. Les auteurs comparent enfin les re´sultats en terme de de´bit massique et
de tempe´rature parie´tale avec ceux obtenus par Guo et Wu [28]. Un bon accord a e´te´ trouve´
pour le de´bit massique pour des proprie´te´s variables et constante. Les re´sultats en terme
de tempe´ratures parie´tales sont en bon accord pour le cas des proprie´te´s constantes, mais
sont le´ge`rement plus e´leve´s pour des proprie´te´s variables. Ne´anmoins, Hernandez et Zamora
[29][30] et Guo et Wu [28] trouvent les meˆmes tendances en terme de variation du nombre
de Nusselt et du de´bit massique en fonction de Ra∗. Ces e´tudes nous ont mene´ a` conside´rer
la variation des proprie´te´s thermophysiques en fonction de la tempe´rature dans notre e´tude
nume´rique.
Toutes les investigations pre´ce´dentes ont e´te´ effectue´es dans l’air n’ont pas diffe´rencie´
les parts respectives du transfert thermique (convection, rayonnement, conduction) dans le
canal. Dans le but de caracte´riser l’e´change convectif pur, certains chercheurs ont utilise´ l’eau
comme fluide de travail. Le choix de l’eau permet de neutraliser les effets radiatifs et de ne
s’inte´resser qu’au phe´nome`ne de convection naturelle. Les e´tudes expe´rimentales et nume´riques
en canal vertical dans l’eau sont rares car la majorite´ des applications lie´es a` cette configuration
fonctionnent dans l’air. Sparrow et al. [31] me`nent une e´tude expe´rimentale et nume´rique de la
convection naturelle dans un canal vertical soumis a` une tempe´rature uniforme. L’eau est utilise´e
comme fluide de travail dans l’e´tude expe´rimentale, tandis que l’e´tude nume´rique est faite pour
des fluides d e nombre de Prandtl allant de 0.7 < Pr < 10. Les auteurs ont mis en e´vidence
un e´coulement de retour en sortie du canal. Ils constatent que le nombre de Nusselt moyen le
long de la paroi chauffe´e n’est pas influence´ par l’e´coulement de retour produit pre`s de la paroi
adiabatique. Ils expliquent cela par le fait que le retour du fluide ait lieu pre`s de la paroi non
chauffe´e alors que le Nusselt moyen est calcule´ le long de la paroi chauffe´e. Sparrow et Azevedo
[32] ont mene´ une e´tude expe´rimentale sur un canal chauffe´ en tempe´rature. Les auteurs donnent
une corre´lation du nombre de Nusselt pour 2≤ Ra∗≤ 108. Sparrow et Azevedo [33] me`nent par
la suite une investigation sur un canal chauffe´ asyme´triquement en tempe´rature et muni d’une
ouverture au niveau de la paroi non chauffe´e. Ils trouvent que l’emplacement de l’ouverture
et sa taille influencent de manie`re importante le de´bit a` l’entre´e du canal ce qui implique un
e´change thermique plus important que celui obtenu en sortie. Quant au transfert thermique
global il est peu influence´. Ospir et al. ont mene´ [34] une e´tude expe´rimentale sur l’e´coulement
de convection naturelle dans un canal plan vertical soumis a` une densite´ de flux sur l’une de ses
parois. Les expe´riences sont re´alise´es dans de l’eau pour des nombres de Rayleigh modifie´ Ra∗
correspondants au re´gime d’e´coulement de type couche limite. Les investigations portent plus
pre´cise´ment sur l’influence du rapport d’aspect d/L et du nombre de Rayleigh modifie´ Ra∗ sur
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la structure de l’e´coulement notamment l’apparition d’e´coulement de retour. Dans un premier
temps, trois rapports de forme ont e´te´ utilise´s en maintenant le meˆme nombre de Rayleigh
modifie´ Ra∗ = 4,5.106. Dans un deuxie`me temps, trois nombre de Rayleigh modifie´ ont e´te´
utilise´s pour le meˆme rapport de forme d/L = 0.17. Les visualisations de l’e´coulement sont
effectue´es dans le plan central du canal. Les auteurs ont observe´ des e´coulements de retour en
sortie du canal, engendrant des tourbillons caracte´rise´s par deux grandes recirculations relie´es
entre elles et dont la longueur de pe´ne´tration peut s’e´tendre jusqu’aux 3/4 de la hauteur du canal.
Les auteurs observent que la longueur de la cellule supe´rieure diminue avec l’augmentation
du rapport de forme tandis que la cellule infe´rieure posse`de une longueur stable. De plus,
l’augmentation de Ra∗ pour un rapport d’aspect fixe fait diminuer la longueur de pe´ne´tration de
l’e´coulement de retour. Popa et al. [35] me`nent des e´tudes nume´riques et expe´rimentales sur un
canal d’eau chauffe´ sur l’une de ces parois en densite´ de flux, l’autre paroi e´tant adiabatique.
L’e´tude est faite pour des nombres de Rayleigh modifie´ ≤ 4.106. Les auteurs s’inte´ressent plus
particulie`rement a` l’e´coulement de retour le long de la plaque non chauffe´e. Ils comparent les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux en terme de longueur de pe´ne´tration et trouvent une
diffe´rence de 6%. Re´cemment, Daverat et al. [36] ont monte´ un banc d’essais pour e´tudier
la convection naturelle dans un canal vertical en eau chauffe´ en densite´ de flux. Des mesures
de densite´ de flux, de vitesse et de tempe´rature ont e´te´ effectue´es pour une large gamme de
nombre de Rayleigh modifie´ 2.2×106 < Ra∗ < 2.1×1012. Leur e´tude a porte´ principalement
sur la caracte´risation thermique et cine´matique de l’e´coulement. Les profils de vitesse et de
tempe´rature moyennes obtenues mettent en e´vidence la pre´sence d’un changement de re´gime
de l’e´coulement. Ils pre´cisent que ce changement de re´gime (transition vers la turbulence) est
caracte´rise´ par une augmentation du transfert de chaleur en paroi mais aussi par la diminution du
cisaillement en sortie du canal. Nous reviendrons plus en de´tails sur cette e´tude dans le chapitre
IV. Ces e´tudes nous ont mene´ a` e´tudier la limite de validite´ de l’usage de l’eau pour mode´liser
la convection d’air dans un canal vertical.
Suite a` l’e´tude bibliographique effectue´e sur la convection naturelle en canal ouvert, nous
pouvons constater que la majorite´ des e´tudes pre´sente´es ici s’est focalise´e sur la de´termination
des e´changes convectifs, a` travers des corre´lations Nu [Ra∗]. Peu d’e´tudes se sont penche´es
sur l’aspect cine´matique de l’e´coulement qui est indispensable pour la compre´hension
des me´canismes physiques ayant lieu au sein du canal. De plus, une grande partie de ces
investigations ont ne´glige´ les effets des proprie´te´s thermo-physiques variables en fonction
de la tempe´rature alors qu’il semble important de les prendre en compte surtout quand les
gradients de tempe´rature parie´taux sont grands (cas de la double fac¸ade). Notons e´galement
que la plupart des e´tudes ont utilise´ l’air comme fluide de travail et celles en eau sont rares.
`A notre connaissance, aucune e´tude comparative en terme de transfert de chaleur, de de´bit
et de configuration d’e´coulement n’a e´te´ recense´e jusqu’alors entre la convection naturelle
dans l’eau et celle dans l’air dans une ge´ome´trie semi-ouverte. En effet, il est important de
savoir jusqu’a` quelle limite on peut utiliser l’eau pour caracte´riser le transfert convectif et la
dynamique de l’air en convection naturelle dans un canal ouvert. Notez qu’il est e´galement
important de relever les diffe´rences en terme de structure d’e´coulement entre les deux fluides
(taille d’e´coulement de retour, taille de recirculation, longueur de pe´ne´tration).
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4.3 prise en compte du rayonnement entre surfaces
Les investigations que nous aborderons d’abord ici ont pris en compte les parts respectives
des diffe´rents modes de transfert thermique (convection, conduction et rayonnement). Nous
verrons ensuite des e´tudes nume´riques qui se sont penche´es sur l’influence du rayonnement
entre surfaces sur l’e´coulement de convection naturelle.
Une expe´rience inte´ressante est mise en place par Web et Hill [37]. Ils e´tudient la convection
naturelle dans un canal d’air vertical pre´sentant des extensions adiabatiques a` l’entre´e et en
sortie utilise´es pour limiter les pertes radiatives aux extre´mite´s du canal. L’e´tude est mene´e
pour une gamme de nombre de Rayleigh modifie´ variant de 503 a` 1,7.107. Les auteurs ont
e´tabli des corre´lations en fonction du Ra∗ en terme du nombre de Nusselt et de tempe´rature
maximale de paroi. Les re´sultats en terme de nombre de Nusselt moyen sont proches de ceux
obtenus par Sparrow et Gregg [24] dans le cas d’une plaque plane isole´e pour des nombres
e´leve´s de Ra∗ (grands espacements). Les diffe´rences en terme de nombre de Nusselt sont
toutefois d’environ 11% entre les deux e´tudes. Ils expliquent cela par une influence probable
des pertes radiatives, des effets de la conduction dans les parois et de la variation des proprie´te´s
thermophysiques de l’air en fonction de la tempe´rature. Miyamoto et al. [38] ont mene´ une
e´tude expe´rimentale en convection naturelle dans un canal chauffe´e asyme´triquement en densite´
de flux. L’e´tude a e´te´ conduite pour 104 ≤ Ra∗ ≤ 4.108. Ils calculent le nombre de Nusselt apre`s
avoir soustrait la part de l’e´change radiatif ( estime´ a` ≈ 20% du transfert thermique global).
Les auteurs constatent que le profil de tempe´rature subit un point d’inflexion en aval du canal
(a` y/H=0.7). Ils relient cette diminution de tempe´rature parie´tale a` un changement de re´gime
de l’e´coulement (transition turbulente). Savicente et al. [39] ont e´tudie´ expe´rimentalement la
convection naturelle dans un canal vertical chauffe´ asyme´triquement en densite´ de flux. Des
mesures en terme de vitesse et de tempe´rature ont e´te´ mene´es pour des nombres de Rayleigh
modifie´ allant de 3.86× 105 a` 6.22× 106 et pour des chauffages uniformes et non uniformes.
Dans le cas du chauffage uniforme, les auteurs ont mis en e´vidence comme Miyamoto et
al. [38], un me´canisme de transition laminaire/turbulent de l’e´coulement. Ce me´canisme a
e´te´ sugge´re´ par les profils de tempe´rature qui chutent de fac¸on brutale en aval. Les auteurs
observent aussi une augmentation de tempe´rature de la paroi adiabatique et attribuent cela
a` l’e´change radiatif entre les parois. De plus, Savicente et al. [39] mettent en e´vidence des
e´coulements de retour en sortie du canal et pre´cisent que ces e´coulements ont un caracte`re
intermittent. Nous reviendrons plus tard sur cette e´tude dont les re´sultats feront office de
donne´es de comparaison avec nos re´sultats nume´riques dans le chapitre IV.
L’interaction du rayonnement entre surfaces avec la convection naturelle dans un canal
vertical asyme´triquement chauffe´ a e´te´ e´tudie´ nume´riquement par Carpenter et al. [40]. Une
formulation parabolique des e´quations de Navier-Stokes sous l’hypothe`se de Boussinesq a e´te´
utilise´e dans cette e´tude. Les auteurs ont analyse´ l’influence de parame`tres adimensionnels
(la densite´ de flux, le nombre de Rayleigh, le rapport de forme, l’e´missivite´) sur le transfert
thermique. Ils ont conclu que le transfert radiatif re´duit de manie`re significative la tempe´rature
parie´tale notamment la tempe´rature maximale. Cheng et Mu¨ller [41] e´tudient l’interaction
du rayonnement entre surfaces avec la convection naturelle dans un canal vertical chauffe´ de
manie`re asyme´trique en tempe´rature. Les auteurs me`nent une e´tude de comparaison entre des
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux en terme de densite´ de flux et de profils de tempe´rature
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pour un canal de rapport de forme allant de 0 a` 8. Cheng et Mu¨ller [41] constatent un e´cart
d’environ 10% entre les re´sultats. Les auteurs rajoutent e´galement que pour une e´missivite´
e´leve´e (ε = 0.9), le transfert radiatif peut constituer jusqu’a` 50% du transfert de chaleur total.
Re´cemment, Li et al. [19] ont e´tudie´ l’effet du rayonnement entre surfaces sur les champs de
tempe´rature et de vitesse ainsi que sur les recirculations en convection naturelle dans un canal
asyme´triquement chauffe´ en densite´ de flux. Les auteurs ont remarque´ comme Carpenter et
al. [40] et Cheng et Mu¨ller [41] que le rayonnement entre surfaces augmente les e´changes de
chaleur au sein du canal re´duisant ainsi les tempe´ratures des parois chaudes et augmentant
celles des parois adiabatiques. Li et al. [19] remarquent aussi que le rayonnement entre surfaces
peut amortir jusqu’a` disparition les e´coulements de retour observe´s en convection naturelle
pour un chauffage asyme´trique.
Mise a` part quelques e´tudes dans la litte´rature [40][41][42][19], la majorite´ des
investigations nume´riques pre´sente´es n’ont pas conside´re´ l’interaction du rayonnement entre
surfaces avec la convection naturelle. De plus, de nombreuses e´tudes ont confirme´ que le
transfert radiatif repre´sente un pourcentage important du transfert de chaleur global [38][40][43]
[37]. Par conse´quent, une partie de notre pre´sent travail concernera l’ame´lioration des pre´visions
nume´riques (en comparaison avec des e´tudes expe´rimentales dans l’air) en incluant un mode`le
de transfert radiatif dans notre nume´rique, ainsi que l’e´tude des effets du rayonnement entre
surfaces en convection naturelle dans un canal ouvert.
4.4 Analyse des conditions aux limites dynamiques
L’e´tude de la convection naturelle dans une ge´ome´trie semi-ouverte type canal
a connu un grand inte´reˆt ces dernie`res anne´es aupre`s de nombreux nume´riciens
[44][5][11][10][29][7][45][46], car elle ne´cessite un traitement particulier en terme de
conditions aux limites ade´quates a` imposer aux frontie`res du domaine, plus particulie`rement
quand la nature du syste`me d’e´quations est elliptique en espace. Dans notre cas d’e´tude, il
est difficile de traduire les conditions aux limites aux frontie`res ouvertes de manie`re exacte et
surtout pour transcrire des e´ventuelles recirculations en sortie du canal, car le seul moteur de
l’e´coulement est la force d’Archime`de. Afin d’e´tudier nume´riquement ces e´coulements, nous
avons mene´ une revue bibliographique sur les diffe´rentes conditions aux limites dynamiques
utilise´es dans la litte´rature afin d’en de´finir les plus approprie´es.
Avant d’entamer l’analyse sur les diffe´rentes conditions aux limites dynamiques utilise´es
dans la litte´rature, il m’a semble´ important de souligner les deux syste`mes d’e´quations utilise´s
dans l’e´tude des e´coulements de convection naturelle. De nombreux auteurs comme [47][48]
[49][50] ont utilise´ une formulation parabolique (en espace) des e´quations de Navier-Stokes
incompressibles sous les hypothe`ses de Boussinesq. Ce type d’e´quations a e´te´ largement utilise´
pour l’e´tude de la convection naturelle le long d’une plaque plane [51] [24][22]. En effet, en
effectuant une analyse d’ordre de grandeur, certains termes des e´quations de Navier-Stokes
peuvent eˆtre ne´glige´s et un syste`me d’e´quations simplifie´ de´crivant les couches limites est
obtenu. Autrement dit, les auteurs ne´gligent les termes de diffusion dynamique et thermique
selon la direction axiale. Il faut noter que dans le cas de la plaque plane, le gradient thermique
reste localise´ a` proximite´ de la surface chauffe´e, il s’en suit que l’e´paisseur de la couche
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(a)
(b)
(c)
FIGURE I.10 – Comparaisons en terme de Nusselt moyen (a), vitesse verticale (b) et pression
longitudinale (c) pour deux mode`les d’e´quations : parabolique et elliptique, et pour diffe´rents
nombres de Rayleigh modifie´s [5].
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limite thermique est ne´gligeable devant la position verticale le long du canal [52][53][54].
Le deuxie`me syste`me d’e´quations est appele´ syste`me d’e´quations elliptiques en espace
(parabolique en temps). Ce type d’e´quations a e´te´ utilise´ pour prendre en compte tous les effets
diffusifs dans les e´quations de conservation de quantite´ de mouvement et d’e´nergie. En effet,
Naylor et al. [5] constatent que les re´sultats en terme de pression et de vitesse verticale obtenus
par un mode`le parabolique et ceux obtenus par un mode`le elliptique sont en excellent accord a`
faibles nombres de Rayleigh alors que les diffe´rences croissent quand le nombre de Rayleigh
augmente (cf. Fig. I.10). De plus, les profils de vitesse a` l’entre´e du canal sont diffe´rents pour
les deux mode`les d’e´quations. Quant aux re´sultats en terme de nombre de Nusselt moyen, ils
sont diffe´rents de 3%. Les diffe´rences constate´es en terme de grandeurs globales et locales sont
relie´es aux effets de diffusion qui ont e´te´ ne´glige´s dans le mode`le parabolique des e´quations
de conservation [5][8]. Le syste`me d’e´quations elliptiques en espace et parabolique en temps
est conside´re´ dans notre e´tude (voir syste`me d’e´quations (II.5) Chap.II § 2) pour les raisons
expose´es pre´ce´demment.
De nombreux auteurs ont utilise´ un mode`le parabolique des e´quations de Navier-Stokes
[6][55][22] en convection naturelle dans un canal ouvert. Ce syste`me d’e´quations demande
la spe´cification du profil de vitesse a` l’entre´e du canal. La relative re´ussite de ces e´tudes
pour le cas de la convection naturelle re´side dans le fait que l’e´change thermique dans le
canal n’est pas tre`s de´pendant du choix du profil de la vitesse impose´ a` l’entre´e du canal.
D’autres auteurs [55][22][8][6] soulignent qu’une vitesse d’entre´e uniforme est incorrecte pour
des valeurs e´leve´es du nombre de Rayleigh. Cela peut expliquer les discordances entre les
re´sultats de nombreux auteurs dans la litte´rature principalement en terme de de´bit massique et
des champs de vitesse. Pour le cas de la convection mixte ou force´e, nous pouvons imposer
un profil parabolique ou uniforme de vitesse a` l’entre´e du canal. Cette supposition ne peut
pas eˆtre compatible avec les e´coulements de convection naturelle. En effet, le proble`me est
beaucoup plus complexe a` cause de la contribution des effets de diffusion dans les e´quations de
Navier-Stokes [11][7][10][56][5][45][29][46] [57][58]. De plus, l’e´coulement est engendre´ par
la seule force : pousse´e d’Archime`de. Ceci rajoute un degre´ de complexite´ pour la mode´lisation
de tels phe´nome`nes dans des configurations semi-ouvertes.
Lorsque les conditions aux limites sont e´crites en pression, le the´ore`me de Bernoulli est
utilise´ pour traduire la chute de pression entre l’amont et l’entre´e du canal (vitesse en amont
suppose´e nulle et la pression est e´gale Patm). Plusieurs auteurs [6][7][8] constatent que la
pression motrice a` l’entre´e du canal (Pe = −0.5Ve2), due a` la vitesse du fluide entrant, ne peut
eˆtre ne´glige´e, l’influence est d’autant plus importante que le nombre de Rayleigh est grand.
Dalbert et al. [6] et Marcondes et al. [7] rajoutent qu’une pression atmosphe´rique a` l’entre´e ne
correspond pas au cas de la convection naturelle, mais a` un cas de convection mixte. En effet,
pour des plaques tre`s e´carte´es dans le cas d’un canal chauffe´ syme´triquement en densite´ de
flux, Dalbert et al. [6] comparent la tempe´rature maximale de la paroi chaude avec les e´tudes
de Aung et al. [55] et Engel et al. [59] qui supposent l’entre´e du canal a` Pe = Patm, les re´sultats
sont de 10% infe´rieurs a` celles de la plaque plane [24] (cf. Fig. I.11). Cela explique aussi les
valeurs supe´rieures trouve´es pour les de´bits en comparaison avec les re´sultats de Aung et al.
(1972) [55] (cf. Fig.I.11). De meˆme, en imposant une pression atmosphe´rique a` l’entre´e du
canal, Marcondes et al. [7] trouvent que les profils de vitesse surestiment le de´bit massique
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Numérique, Aung et al. (1972) 
(a)
Solution numérique présentée
Solution numérique,  Aung et al. (1972) 
Solution intégrale, Engel et al. (1967)    
Plaque plane verticale, Sparrow et al. (1956)
Solution de régime établi, Aung (1972) 
(b)
FIGURE I.11 – Comparaisons en terme de de´bit (a) et de tempe´rature maximale de paroi
chaude (b) pour deux conditions aux limites en pression a` l’entre´e du canal [6].
qu’induirait une convection naturelle pure (cf. Fig. I.12) rejoignant ainsi les meˆmes remarques
que ceux de Dalbert et al. [6]. Ils pre´cisent aussi que du moment ou ce surplus ne change
pas l’e´paisseur de la couche limite thermique, le transfert thermique n’est pas affecte´ par la
condition aux limites en pression a` l’entre´e (cf. Fig. I.13). Dans la figure I.14, Morrone et
al. [8] comparent les profils de pression adimensionne´e le long de la ligne me´diane du canal
pour deux nombres de GrL (base´ sur la hauteur) et pour diffe´rents rapports d’aspect. La figure
I.14 montre que la pression chute d’une manie`re importante le long du canal. Par conse´quent,
Morrone et al. [8] confirment qu’imposer une pression atmosphe´rique comme conditions aux
limites a` l’entre´e du canal est une hypothe`se errone´e.
L’amplitude et la direction de l’e´coulement a` l’entre´e du domaine sont de´termine´es par ce
qui se passe pre`s de la paroi chauffe´e (a` une certaine distance loin en amont). Cette difficulte´
a pousse´ les chercheurs a` conside´rer des conditions aux limites qui exercent le moins de
contraintes sur l’e´coulement, dans le but que l’e´coulement s’e´tablit lui-meˆme en amplitude
et en direction. Dans cette meˆme optique, des auteurs comme [9][60] [61] [8] ont utilise´ des
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Numérique Nieckle et al. 1987
Numérique 
Numérique 
Numérique Nieckle et al. 1987
Numérique 
Numérique 
FIGURE I.12 – Comparaisons en terme de vitesse verticale adimensionnelle a` l’entre´e et en
sortie du canal pour deux conditions aux limites en pression a` l’entre´e du canal [7].
FIGURE I.13 – Comparaisons en terme de tempe´rature adimensionnelle pour deux conditions
aux limites en pression a` l’entre´e du canal [7].
conditions aux limites qui correspondent a` un e´coulement de convection naturelle en re´gime
e´tabli dans un canal pre´ce´de´ par une extension droite adiabatique a` l’entre´e (voir figure I.15).
Les conditions aux limites a` l’entre´e de la zone adiabatique sont similaires a` ceux utilise´es pour
le cas d’un canal sans extensions.
Une autre solution consiste a` changer les extensions adiabatiques par des volumes artificiels
de manie`re a` agrandir le domaine de calcul a` l’entre´e et/ou en sortie du canal chauffe´
[5][62][45] [63] [46] [64]. Le but d’utiliser ces volumes artificiels est de prendre en compte la
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FIGURE I.14 – Comparaisons en terme de pression longitudinale au milieu du canal pour
GrL = 103,105 et pour diffe´rents rapports de formes [8].
Conditions aux limites dynamiques adimensionnelles
FIGURE I.15 – Sche´ma du mode`le physique avec les conditions aux limites dynamiques : (a)
extension adiabatique non chauffe´e a` l’entre´e, (b) extension adiabatique non chauffe´e en sortie
[9]
diffusion de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie qui se de´roule a` l’exte´rieur du canal et de
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Conditions aux limites en vorticité    et en fonction de courant 
FIGURE I.16 – Domaine de calcul en forme de ”I” et les conditions aux limites en vorticite´
utilise´ par Manca et al. [10].
permettre a` l’e´coulement de s’e´tablir avant d’arriver a` l’entre´e. Les conditions aux limites se
traduisent finalement par des conditions de gradient nul en vitesse et en pression [6][5] [63] ou
en vorticite´ [62] [46].
Deux e´tudes inte´ressantes traitant les conditions aux limites dynamiques de manie`re
diffe´rente a` l’entre´e du canal sont mene´es par Naylor et al. [5] et Straatman et al. [11]. Les
conditions aux limites dynamiques utilise´es a` l’entre´e du canal sont base´es sur l’e´coulement
de Jeffrey-Hamel (voir figure I.17). Ce dernier correspond a` une solution de similarite´ pour
un e´coulement ge´ne´re´ par la pre´sence d’une source de tempe´rature  Sink point  au point
d’intersection de deux parois. Ces e´tudes ont permis de ve´rifier la relation existante entre
l’e´nergie cine´tique et la pression a` l’entre´e du canal en concordance avec la pression de
Bernoulli impose´e dans le cas du canal seul dans les e´tudes pre´ce´dentes [6][8][7].
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Point source (Sink point)
Point source (Sink point)
Conditions aux limites dynamiques
FIGURE I.17 – Domaine de calcul physique pour l’e´coulement de Jeffrey-Hamel avec les
conditions aux limites dynamiques [11].
Ramanathan et al. [12] et Poulikakos [65] ont essaye´ de re´soudre le proble`me des conditions
aux limites en mettant le canal dans une large cavite´ isotherme (voir figure I.18 ). Les re´sultats
obtenus sont en accord avec l’e´tude expe´rimentale de Wirtz and Stutzman [66] seulement pour
le cas des faibles nombres de Rayleigh modifie´. Cette e´tude nume´rique a engendre´ des temps de
calcul importants vu le domaine assez large utilise´. De plus, une correction sur le pre´-chauffage
de l’air re-entrant dans le canal doit eˆtre prise en compte ce qui n’a pas e´te´ fait dans cette
e´tude. En effet, l’air re´-entrant dans le canal peut bien eˆtre a` une tempe´rature supe´rieure a`
la tempe´rature ambiante si la tempe´rature de la cavite´ n’est pas controˆle´e. Toutefois, cette
e´tude reste indispensable pour e´ventuellement e´tudier les conditions aux limites dynamiques
a` l’entre´e et en sortie du canal. En effet, nous utiliserons cette configuration dans le dernier
chapitre de ce manuscrit dans le but de mode´liser des condition aux limites en pression a`
l’entre´e et en sortie du canal. Nous essayerons par la suite d’inte´grer ces conditions aux limites
dans les simulations et de voir leur influence sur le transfert thermique et sur l’e´coulement.
En analysant l’ope´rateur de Stokes provenant de la discre´tisation des e´quations de Navier
Stokes a` l’aide de la de´composition en valeurs singulie`res, P. Le Que´re´ [44] a de´montre´
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Conditions aux limites dynamiques
FIGURE I.18 – Domaine de calcul physique utilise´ par Ramanathan et al. [12]
que certains choix de conditions aux limites entraıˆnent une augmentation de la dimension
du noyau de l’ope´rateur de Stokes (obtenue apre`s discre´tisation en temps des e´quations de
conservation de quantite´ de mouvement), ce qui donne une infinite´ de solutions au proble`me.
Cette proble´matique ressurgit particulie`rement quand des conditions aux limites du type
Neumann homoge`ne sont impose´es sur la composante normale de la vitesse a` l’entre´e et en
sortie du canal. En effet, il est connu que le proble`me de Stokes est un proble`me singulier
[44]. Cela est vrai parce que le triplet (u,v, p) = (0,0,1) est solution du proble`me homoge`ne
de Stokes inde´pendamment des conditions aux limites. P. Le Que´re´ [44] a montre´ qu’un profil
de Poiseuille pour la vitesse et une pression line´aire selon y (hauteur du canal) satisfont au
proble`me de Stokes homoge`ne. Par conse´quent, si une solution des e´quations non-homoge`nes
est obtenue, elle n’est pas unique a` partir du moment ou` cette solution modifie´e par n’importe
quel profil de Poiseuille est encore solution des e´quations non-homoge`nes (l’ope´rateur de
Stokes est line´aire). Dans le cas de l’e´tude de Kettleborough [63], la dimension du noyau de
Stokes est de 3, ce qui veut dire que le proble`me de Stokes admet trois valeurs singulie`res
correspondant a` trois modes singuliers, un mode connu (u,v, p) = (0,0,1) et deux autres
inconnus. Quant aux e´tudes de Manca et al. [10], Bianco et al. [46], Morrone et al. [8] et
Giroux et al. [67], la dimension du noyau de Stokes est de 4, trois modes singuliers sont
inconnus. Le proble`me de Stokes admet donc une infinite´ de solutions pour tous les cas de
figures pre´ce´dents. L’e´tude de P. Que´re´ [44] peut expliquer les discordances observe´es dans la
litte´rature en terme de champ de vitesse.
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Comme explique´ pre´ce´demment, la spe´cification de la vitesse verticale est impossible
dans le cas du canal ouvert, de la meˆme fac¸on le de´bit a` l’entre´e reste aussi une inconnue
du proble`me. Certains chercheurs ont utilise´ des volumes artificiels aux extre´mite´s du canal,
d’autres ont mis le canal dans une large cavite´, le but e´tant de repousser les conditions aux
limites au loin, permettant de n’imposer aucune condition stricte a` l’entre´e/sortie du canal.
Cependant, ces investigations nume´riques demandent des temps de calcul et une me´moire
conside´rable. Afin de s’affranchir des temps de calcul que peuvent entrainer les volumes
artificiels, il serait judicieux d’utiliser un canal seul. La difficulte´ qui se pose concerne la
de´finition des conditions aux limites a` utiliser afin d’approcher au mieux la re´alite´ physique.
D’une part, pour des nombres de Rayleigh et des rapport de formes assez grands, on peut se
concentrer sur la mode´lisation du canal lui-meˆme en sachant que les effets diffusifs en amont du
canal sont ne´gligeables pour cette gamme de parame`tres (Ra∗, L/d). D’autre part, si le rapport
de forme et le nombre de Rayleigh sont petits, compte tenu des effets diffusifs importants
notamment aux frontie`res ouvertes, on ne peut proce´der sans les me´thodes pre´ce´demment cite´s
[10][46][8][67]. Cela dit, concernant les conditions aux limites en vitesse, la seule possibilite´
serait de supposer sa de´rive´e verticale e´gale a` 0 (Neumann homoge`ne), si en plus on suppose
que l’e´coulement rentre verticalement, la vitesse horizontale peut eˆtre mise a` 0. En sortie, dans
le cas d’un canal suffisamment long, nous pouvons imposer les meˆmes conditions aux limites
en vitesse impose´es a` l’entre´e. Notons par ailleurs que, l’utilisation des conditions aux limites
du type Neumann homoge`ne pour la composante normale de la vitesse donne effectivement une
dimension du noyau de l’ope´rateur de Stokes de 2 [44]. Cela permettra dans des cas particuliers
(Bernoulli Global ze´ro cf. Chap. II §3), en connaissant les modes singuliers de l’ope´rateur
de Stokes, de ve´rifier les conditions aux limites dynamiques a` l’entre´e du canal. C’est une
nouvelle me´thode qui fera l’objet d’une investigation lors de nos simulations nume´riques.
Quant aux conditions aux limites en pression, en sachant que l’hypothe`se Pe = Patm est
fausse, la chute de pression entre l’amont et l’entre´e du canal (idem pour le fluide entrant en
sortie du canal dans le cas d’une recirculation) est prise en compte dans notre e´tude via le
the´ore`me de Bernoulli ge´ne´ralise´. En effet, Aihara [68] a propose´ pour la premie`re fois de
relier la pression au de´bit massique en comparaison avec les re´sultats nume´riques de Bodoia et
Osterle [22]. Dalbert et al. [6] e´taient parmi les premiers a` prendre en compte de cette chute
de pression qui est une mesure de l’e´nergie ne´cessaire pour amener le fluide du repos (l’infini)
a` l’entre´e du canal. En utilisant l’e´coulement de Jeffrey-Hammel, Naylor [5] et Straatman
et al. [11] ont confirme´ cette relation entre l’e´nergie cine´tique et la pression a` l’entre´e du
canal. Pour la pression en sortie, elle est suppose´e nulle en conside´rant une condition de jet libre.
5 Positionnement et orientations de l’e´tude
Nous avons pre´sente´ dans la premie`re partie de ce chapitre le contexte ge´ne´ral de notre
e´tude ainsi que le lien entre l’application e´tudie´e, la fac¸ade double-peau photovoltaı¨que, et
la proble´matique scientifique choisie : l’e´coulement de convection naturelle en canal vertical.
Nous avons vu dans ce chapitre que le fonctionnement de ce type de syste`me reste encore
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mal compris du fait de la complexite´ des couplages existants entre les diffe´rents modes de
transfert de chaleur et de masse au sein de la lame d’air. Afin de mieux cerner ces phe´nome`nes
complexes, des e´tudes expe´rimentales et nume´riques sont mene´es au CETHIL. Dans cette
pre´sente the`se, notre contribution porte essentiellement sur l’e´tude nume´rique des transferts
thermiques et de l’e´coulement en convection naturelle dans un canal ouvert.
Afin de fixer l’orientation de nos travaux de recherche, nous avons effectue´ dans la
deuxie`me partie de ce chapitre une revue bibliographique sur les e´tudes de convection naturelle
dans un canal vertical ouvert. L’analyse de l’e´tude bibliographique re´ve`le cependant plusieurs
manques lie´s a` notre cas d’e´tude. D’abord, la majorite´ des investigations nume´riques s’est
focalise´e sur la de´termination des e´changes convectifs dans le canal. Peu d’e´tudes a` la
fois thermique et dynamique ont e´te´ re´alise´es alors qu’elles sont extreˆmement importantes
pour la compre´hension des phe´nome`nes mis en jeu au sein du canal. Ensuite, l’influence
du rayonnement sur l’e´coulement de convection naturelle est tre`s peu e´tudie´e. La plupart
des e´tudes ont e´te´ re´alise´es en utilisant l’air comme fluide de travail, le rayonnement y a
e´te´ ne´glige´ et l’hypothe`se de convection naturelle pure a e´te´ conside´re´e. Ainsi, l’interaction
du rayonnement de surface avec la convection naturelle n’est pas encore comple`tement
investigue´e. Enfin, des auteurs ont utilise´ l’eau comme fluide de travail afin de s’affranchir du
rayonnement entre surfaces et d’e´tudier seulement la convection naturelle pure. Cependant,
aucune e´tude comparative entre l’eau et l’air en convection naturelle n’a e´te´ recense´e jusqu’a`
aujourd’hui dans le cas d’un canal ouvert.
Afin de contribuer a` la compre´hension des me´canismes physiques mis en jeu en convection
naturelle dans un canal ouvert, nous avons de´cide´ de mener une e´tude nume´rique de ces
e´coulements en re´solvant les e´quations de Navier-Stokes sous leur forme elliptique. Concernant
la ge´ome´trie utilise´e, nous avons opte´ pour un canal seul en vue de s’affranchir des temps
de calcul importants que peut engendrer l’utilisation des volumes artificiels a` l’entre´e et en
sortie du canal. Par ailleurs, les e´quations elliptiques demandent un traitement particulier des
conditions aux limites dynamiques (en vitesse et en pression) en ge´ome´trie ouverte. Pour
cela, nous avons de´finit les conditions aux limites qui nous semblent les plus approprie´es en
s’appuyant sur les e´tudes nume´riques mene´es pre´ce´demment dans la litte´rature.
Apre`s avoir releve´ les manques (non-exhaustifs) de la litte´rature et de´finit les conditions
aux limites entre´e/sortie, il a e´te´ convenu de mener plusieurs e´tudes nume´riques. La premie`re
e´tape consiste a` valider le code nume´rique en comparant nos re´sultats avec ceux obtenus dans
la litte´rature pour des proble´matiques classiques en convection naturelle. Puis, nous proce´dons
a` des e´tudes nume´riques sur la thermique et la dynamique d’e´coulement accompagne´es par
des mesures expe´rimentales existantes. Ainsi, nous relevons et analysons les e´carts entre les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux. Nous essayons par la suite d’ame´liorer les pre´visions
nume´riques en prenant en compte des phe´nome`nes physiques qui on e´te´ souvent ne´glige´s
dans la litte´rature (rayonnement entre surfaces, variation des proprie´te´s thermophysiques en
fonction de la tempe´rature). Par ailleurs, dans le but de ve´rifier si l’usage conventionnel de
l’eau pour mode´liser la convection d’air dans un canal vertical donne des re´sultats raisonnables
en terme de champs de tempe´rature et de vitesse et de relever les diffe´rences en terme de
structure d’e´coulement (taille de recirculation, taille d’e´coulement de retour, longueur de
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pe´ne´tration), nous menons une e´tude comparative de la convection naturelle entre l’eau et
l’air dans un canal ouvert. Enfin, en vue d’ame´liorer les conditions aux limites en pression
a` l’entre´e et en sortie du canal, notamment pour inclure les pertes de charges singulie`res
aux frontie`res ouvertes, nous tentons de mode´liser les conditions aux limites en pression en
menant une e´tude nume´rique en convection naturelle au sein d’un canal contenu dans une cavite´.
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Chapitre II
Mode`les mathe´matiques et me´thodes
nume´riques
Dans la premie`re section de ce chapitre, nous e´crivons d’abord les e´quations sous leur forme
ge´ne´rale en convection naturelle d’un fluide newtonien en milieux confine´s. Les e´quations
sont ensuite simplifie´es graˆce aux hypothe`ses introduites notamment l’approximation de
Boussinesq. Enfin, les e´quations sont modifie´es pour tenir compte de la variation des proprie´te´s
thermophysiques en fonction de la tempe´rature. Dans la deuxie`me section, nous pre´sentons
les conditions aux limites dynamiques et thermiques. La troisie`me section est de´die´e a` la
re´solution des e´quations de Navier-Stokes. Nous y pre´sentons la me´thode des diffe´rences finies
et les sche´mas de discre´tisation temporel et spatial applique´s aux e´quations de conservation.
Puis, nous de´taillons les algorithmes utilise´s pour re´soudre les e´quations discre`tes et pour
imple´menter les conditions aux limites dynamiques. Dans la quatrie`me section, nous pre´sentons
le formalisme du transfert radiatif entre surfaces en convection naturelle dans un canal d’air
vertical. Les quantite´s dynamiques et thermiques e´tudie´es le long de ce manuscrit sont donne´es
dans la cinquie`me section.
1 ´Ecoulements de convection naturelle
Les e´coulement de convections naturelle sont dues a` des variations de la masse volumique,
provoque´es par une distribution non-uniforme de la tempe´rature dans un fluide. Les gradients
de masse volumique induient donc un mouvement du fluide transportant ainsi de la chaleur qui
va eˆtre e´change´e avec son environnement. Ce phe´nome`ne entraıˆne donc un couplage fort entre
le champ de tempe´rature et le champ de vitesse. La force gouvernant la convection naturelle
est appele´e pousse´e d’Archime`de. Cette dernie`re s’e´crit selon l’axe vertical ~y comme suit :
~FA = (ρ0− ρ)g~y, avec g l’acce´le´ration gravitationnelle, ρ0 la masse volumique du fluide a` la
tempe´rature de re´fe´rence T0 et ρ est la masse volumique du fluide a` la tempe´rature T .
La physique des e´coulements de convection naturelle peut eˆtre e´tudie´e a` l’aide de la
re´solution analytique ou nume´rique des e´quations de Navier-Stokes. La pousse´e d’Archime`de
responsable de l’effet chemine´e, intervient dans les e´quations de conservation de quantite´ de
mouvement et plusieurs approximations ont e´te´ utilise´es pour simplifier la formulation des
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e´quations, notamment l’approximation de Boussinesq. Cette hypothe`se stipule que, les effets
de dilatation du fluide sont pris en compte uniquement dans le terme de pousse´e d’Archime`de.
Cette approximation largement utilise´e dans le cas des cavite´s ferme´es diffe´rentiellement
chauffe´es, reste aussi valable pour des ge´ome´tries ouvertes soumises a` des e´carts de tempe´rature
moyens.
2 ´Equations de bilan en convection naturelle
Les e´quations de bilan de´crivent la conservation de la masse, de la quantite´ de mouvement
et de l’e´nergie totale d’une particule fluide dans l’e´coulement. Ces e´quations de´crivent tout type
d’e´coulement ainsi que diffe´rents re´gimes correspondants (laminaire, turbulent). Les e´quations
s’e´crivent sous leur forme conservative :
–
´Equation de conservation de la masse
∂ρ
∂t +∇.(ρ
~V ) = 0 (II.1)
–
´Equation de conservation de quantite´ de mouvement
∂ρ~V
∂t +∇.(ρ
~V ⊗~V ) =−∇p+∇.τ+ρ~g (II.2)
ou` τ = µ
(
∇~V +(∇~V )tr− 23(∇.~V )I
)
de´signe le tenseur des contraintes visqueuses pour un
fluide newtonien et en conside´rant l’hypothe`se de Stokes.
–
´Equation de conservation d’e´nergie
ρ D
Dt
(
e+
1
2
V 2
)
=−∇.~q+∇.(~V .τ)+ρ~V .~g (II.3)
La densite´ de flux de chaleur est calcule´ via la loi de Fourier, ~q = −k∇T . L’e´quation d’e´nergie
peut s’e´crire en tempe´rature au lieu de l’enthalpie [69] :
ρCp
DT
Dt
= ∇.(k∇T )+βT Dp
Dt
+∇~V : τ (II.4)
Afin de simplifier les e´quations pre´ce´dentes, les hypothe`ses suivantes sont prises en compte :
–
´Ecoulement incompressible (Dp
Dt
= 0 et ∇.~V = 0 )
– Dissipation visqueuse ne´glige´e (∇~V : τ = 0)
– Approximation de Boussinesq
–
´Ecoulement bidimensionnel
Dans le cadre d’un repe`re carte´sien en deux dimensions, nous obtenons donc le syste`me
d’e´quations suivant :
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
∂u
∂x +
∂v
∂y = 0
∂u
∂t +u
∂u
∂x +v
∂u
∂y =
−1
ρ0
∂p
∂x +ν0(
∂2u
∂x2 +
∂2u
∂y2 )
∂v
∂t +u
∂v
∂x +v
∂v
∂y =
−1
ρ0
∂p
∂y +ν0(
∂2v
∂x2 +
∂2v
∂y2 )+
g
ρ0
(ρ0−ρ)
∂T
∂t +u
∂T
∂x +v
∂T
∂y = α0(
∂2T
∂x2 +
∂2T
∂y2 )
(II.5)
ou` les proprie´te´s physiques ρ0, ν0, Cp0 et λ0 sont ici suppose´es constantes et calcule´es a` une
tempe´rature de re´fe´rence choisie T0, ici c’est la tempe´rature ambiante.
α0 est la diffusivite´ thermique, β0 est le coefficient de l’expansion thermique et ν0 est la
viscosite´ cine´matique. p est la diffe´rence entre la pression dans le canal et la pression ambiante
p0 qui satisfait
dp0
dy = ρ0g.
Apre`s l’introduction des variables adimensionnelles : X = xd , Y =
y
d , U =
u
Ure f
, V =
v
Ure f
, Ra =
gβ0qwd4
ν0α0λ0
, P =
p
ρ0U2re f
, θ = T −T0
4T
avec 4T =
qwd
λ0
et Lre f = d, Ure f =√
gβ0d2qw
Prλ0
=
α0
d Ra
1
2 , tre f =
d
Ure f
=
d2
α0
Ra−
1
2 , les e´quations (II.5) s’e´crivent :

∂U
∂X +
∂V
∂Y = 0
∂U
∂t +U
∂U
∂X +V
∂U
∂Y =−
∂P
∂X +Pr.Ra
−1/2(
∂2U
∂X2 +
∂2U
∂Y 2 )
∂V
∂t +U
∂V
∂X +V
∂V
∂Y =−
∂P
∂Y +Pr.Ra
−1/2(
∂2V
∂X2 +
∂2V
∂Y 2 )+Prθ
∂θ
∂t +U
∂θ
∂X +V
∂θ
∂Y = Ra
−1/2(
∂2θ
∂X2 +
∂2θ
∂Y 2 )
(II.6)
Dans le cas de la variation des proprie´te´s thermophysiques en fonction de la tempe´rature,
les e´quations de Navier-Stokes deviennent alors :

∂ρ
∂t +
∂ρu
∂x +
∂ρv
∂y = 0
∂u
∂t +u
∂u
∂x + v
∂u
∂y =−
1
ρ
∂p
∂x +
1
ρ
( ∂
∂x
(
µ
∂u
∂x
)
+
∂
∂y
(
µ
∂u
∂y
))
∂v
∂t +u
∂v
∂x + v
∂v
∂y =−
1
ρ
∂p
∂y +
1
ρ
( ∂
∂x
(
µ
∂v
∂x
)
+
∂
∂y
(
µ
∂v
∂y
))
+
g
ρ(ρ0−ρ)
∂CpT
∂t +
∂CpuT
∂x +
∂CpvT
∂y =
1
ρ
( ∂
∂x
(
λ∂T∂x
)
+
∂
∂y
(
λ∂T∂y
))
(II.7)
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En plus des variables adimensionnelles et de re´fe´rence pre´ce´dentes, nous introduisons
les proprie´te´s thermophysiques adimensionnelles : ρ∗ = ρρ0
, µ∗ =
µ
µ0
, λ∗ = λλ0
, β∗ = ββ0 . La
variation de la capacite´ calorifique est suppose´e ici ne´gligeable par rapport aux variations des
autres proprie´te´s physiques (varie d’environ 0.6% entre 20 et 60 C◦). On obtient alors les
e´quations adimensionnelles suivantes :

∂ρ∗
∂t +
∂ρ∗U
∂X +
∂ρ∗V
∂Y = 0
∂U
∂t +U
∂U
∂X +V
∂U
∂Y =−
1
ρ∗
∂P
∂X +
Pr.Ra−1/2
ρ∗
( ∂
∂X
(
µ∗
∂U
∂X
)
+
∂
∂Y
(
µ∗
∂U
∂Y
))
∂V
∂t +U
∂V
∂X +V
∂V
∂Y =−
1
ρ∗
∂P
∂Y +
Pr.Ra−1/2
ρ∗
( ∂
∂X
(
µ∗
∂V
∂X
)
+
∂
∂Y
(
µ∗
∂V
∂Y
))
+Prβ∗θ
∂θ
∂t +U
∂θ
∂X +V
∂θ
∂Y =
Ra−1/2
ρ∗
( ∂
∂X
(
λ∗ ∂θ∂X
)
+
∂
∂Y
(
λ∗ ∂θ∂Y
))
(II.8)
Des polynoˆmes d’ordre e´leve´ ont e´te´ utilise´es pour de´crire l’e´volution des proprie´te´s
thermophysiques en fonction de la tempe´rature.
3 Conditions aux limites
Il est ne´cessaire de fermer les e´quations pre´ce´demment de´finies en y ajoutant des conditions
aux limites thermiques et dynamiques. Pour le cas de la convection naturelle en canal ouvert,
le choix des conditions aux limites dynamiques reste un proble`me ouvert. En effet, dans
notre cas d’e´tude, l’e´coulement est engendre´ par la seule force : pousse´e d’Archime`de. Cette
force s’e´quilibre avec les forces d’inertie et de viscosite´, produisant ainsi un mouvement
de`s qu’un gradient de tempe´rature existe dans le fluide. Ainsi, imposer des conditions
aux limites entre´e/sortie en vitesse ou pression est un proble`me non trivial. Toutefois, on
peut imposer des conditions aux limites a` l’entre´e du canal en utilisant le the´ore`me de
Bernoulli [14]. En supposant que l’e´coulement est irrotationnel, incompressible et e´tabli a`
l’entre´e du canal, on peut appliquer ce the´ore`me le long d’une ligne de courant, entre les
points (0) et (1) (voir Fig II.1). L’e´quation de Bernoulli adimensionne´e s’e´crit alors comme suit :
P1 +0.5V 21 = P0 +0.5V 20 (II.9)
ou` V0 = 0 si on suppose que le fluide est au repos a` l’exte´rieur du canal.
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De la`, deux expressions peuvent eˆtre utilise´es pour imposer une condition aux limites en
pression a` l’entre´e du canal :
– Bernoulli locale le long d’une ligne de courant :
P1(X ,0)−P0 =−0.5V1(X ,0)2 (II.10)
– Bernoulli globale le long d’un tube de courant :
P1(X ,0)−P0 =−0.5
(∫ 1
0
V (X ,0)dX
)2
(II.11)
A l’entre´e du canal, la condition aux limites type Bernoulli traduit une de´pression qui
correspond a` une diminution d’e´nergie lie´e a` l’aspiration du fluide exte´rieur. Pour le fluide
sortant, nous imposons une condition de jet libre (pression atmosphe´rique). Dans le cas d’un
e´coulement de retour en sortie du canal, on peut soit imposer une pression atmosphe´rique, soit
appliquer le the´ore`me de Bernoulli le long d’une ligne de courant.
x
z
q
y
g
FIGURE II.1 – Configuration d’un canal vertical ouvert chauffe´ asyme´triquement en densite´ de
flux. Le canal est de rapport de forme de L/d.
Pour le cas du canal ouvert conside´re´ (cf. Fig. II.1), les conditions aux limites sont formule´es
de la manie`re suivante :

λ∗(∂θ)/(∂X) =−1 ; V = 0 ; U = 0; a` X = 0, 0≤Y ≤ A
λ∗(∂θ)/(∂X) = 0 ; V = 0 ; U = 0; a` X = 1, 0≤Y < A
θ = 0 ; (∂V )/(∂Y ) = 0 ; U = 0 ; P =−0.5
(∫ 1
0
V (X ,0)dX
)2
a` Y = 0, 0≤ X ≤ 1
(∂θ)/(∂Y ) = 0 ; (∂V )/(∂Y ) = 0 ; U = 0 ; P = 0 a` Y = A, 0≤ X ≤ 1
(II.12)
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La condition aux limites (entre´e/sortie) en pression correspond ici a` imposer une pression
du type Bernoulli globale P =−0.5
(∫ 1
0 V (X ,0)dX
)2
a` l’entre´e et une pression nulle en sortie
du canal. Il existe d’autres combinaisons de conditions aux limites entre´e/sortie en pression,
notamment, dans le cas ou` seul la condition aux limites en pression change en sortie du canal
tout en gardant Bernoulli globale a` l’entre´e :
P = 0 si V > 0 a` Y = A, 0≤ X ≤ 1
P =−
1
2
V (X ,A)
2
si V ≤ 0 a` Y = A, 0≤ X ≤ 1
(II.13)
Une autre condition aux limites correspond a` imposer Bernoulli locale a` l’entre´e et une
pression nulle en sortie du canal : P =−
1
2
V (X ,0)2 a` Y = 0, 0≤ X ≤ 1
P = 0 a` Y = A, 0≤ X ≤ 1
(II.14)
Dans le cas du fluide entrant en sortie du canal (e´coulement de retour), Bernoulli locale est
applique´e (entre les points (3) et (2)). La dernie`re condition aux limites en pression correspond
donc a` garder Bernoulli locale a` l’entre´e et a` remplacer la condition aux limites de sortie par
celle des e´quations (II.13) :
P =−
1
2
V (X ,0)
2
a` Y = 0, 0≤ X ≤ 1
P = 0 si V > 0 a` Y = A, 0≤ X ≤ 1
P =−
1
2
V (X ,A)
2
si V ≤ 0 a` Y = A, 0≤ X ≤ 1
(II.15)
Dans la suite, nous appellerons les quatre conditions aux limites dans l’ordre : Bernoulli
globale ze´ro (BG0), Bernoulli globale (BG), Bernoulli locale ze´ro (BL0), Bernoulli locale
(BL).
Concernant les conditions aux limites thermiques, les parois sont soumises a` un flux de chaleur
uniforme et une condition de Neumann homoge`ne est impose´e aux parois adiabatiques. Nous
ne´gligeons dans une premie`re approximation les flux longitudinaux en sortie du canal, e´tant
donne´ que les gradients thermiques transverses sont plus importants. En effet, l’e´coulement est
suppose´ parfaitement e´tabli en sortie. Quant au fluide entrant a` l’entre´e et en sortie du canal,
on suppose qu’il est a` la tempe´rature exte´rieure. Dans cette approximation, on ne´glige le fait
que le fluide entrant peut eˆtre pre´chauffe´ dans l’environnement exte´rieur. Seule une simulation
inte´grant la totalite´ de l’environnement permettrait de simuler comple`tement ce proble`me.
4 Re´solution des e´quations de conservation
La re´solution nume´rique des e´quations de Navier-Stokes a commence´ dans les anne´es 60,
et, par conse´quent, de nombreux codes ont e´te´ de´veloppe´s (STAR-CCM, FLUENT, ANSYS,
CFX, ...). En industrie, les codes utilise´s sont des ge´ne´riques commercialise´s qui permettent
d’aborder des proble´matiques physiques en ge´ome´tries complexes. Cependant le noyau de
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calcul ainsi que les mode`les imple´mente´s dans ces codes sont verrouille´s et il est difficile voire
impossible de modifier le code source et de le faire interagir avec de nouvels algorithmes. Les
codes ouverts principalement issu du milieu universitaire ou de centres de recherche offrent
plus de flexibilite´ en programmation. Ils permettent d’utiliser de nouveaux algorithmes offrant
l’ame´lioration de la pre´cision des calculs et ainsi l’augmentation de l’e´fficacite´ du code. De
nombreuses comparaisons entre les codes commerciaux et acade´miques ont e´te´ effectue´es et
ont fait ressortir les proble`mes des codes commerciaux, montrent le bien-fonde´ de l’approche
acade´mique [70] [71][72].
Dans le domaine de la me´canique des fluides nume´rique, de nombreuses me´thodes ont
e´te´ de´veloppe´es pour re´soudre les e´quations de conservation de quantite´ de mouvement et
de l’e´nergie. Les me´thodes de discre´tisations les plus connues sont les diffe´rences finies, les
volumes finis et les e´le´ments finis. Pour le cas de ge´ome´tries simples en me´canique des fluides,
les diffe´rences finies et les volumes finies sont les plus utilise´es. Dans les cas de proble`mes de
dimensions e´leve´es et de ge´ome´tries complexes, les e´le´ments finis sont privile´gie´s. Il existe
d’autres me´thodes qui permettent d’obtenir des sche´mas de discre´tisation d’ordre e´leve´ comme
les me´thodes spectrales. Dans notre pre´sente e´tude, un code interne destine´ au de´part pour
simuler les e´coulements de convection naturelle dans une cavite´ ferme´e a e´te´ adapte´ pour traiter
le cas des ge´ome´tries semi-ouvertes. La me´thode des diffe´rences finies d’ordre deux en temps
et en espace a e´te´ utilise´e compte tenue de la simplicite´ de la ge´ome´trie et de la facilite´ de
l’imple´mentation de la me´thode.
4.1 Discre´tisation temporelle
La discre´tisation en temps du syste`me d’e´quations (II.6) est base´e sur un sche´ma
de diffe´rence finies semi-implicite d’ordre 2 [73]. Les termes diffusifs sont discre´tise´s
implicitement en utilisant le sche´ma d’Euler retarde´ a` trois points et les termes convectifs non-
line´aires sont discre´tise´s a` l’aide de l’extrapolation d’Adams Bachforth. Avec :
f n+1 = 2 f n− f n−1 +O(4t2) (II.16)
et :
∂ f n+1
∂t =
3 f n+1−4 f n−1 + f n
24 t
+O(4t2) (II.17)
une e´quation de convection-diffusion prend la forme semi-discre`te suivante :
3 f n+1−4 f n−1 + f n
24 t
+2(V.∇ f )n− (V.∇ f )n−1 = ∇2 f n+1 (II.18)
qui peut prendre la forme d’une e´quation de Helmholtz :
(C f ∇2−Λ) f n+1 = S f +O(4t2) (II.19)
ou` C f une constante, Λ =
3
24 t
et S f =
−4 f n−1 + f n
24 t
+2(V ∇ f )n− (V.∇ f )n−1
35
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Mode`les mathe´matiques et me´thodes nume´riques
Les sche´mas ci-dessus applique´s au syste`me d’e´quations (II.6) conduisent au syste`me
suivant : 
∂Un+1
∂X +
∂V n+1
∂Y = 0
(PrRa−
1
2 ∇2−Λ)Un+1 = ∂P
n+1
∂X +Su
(PrRa−
1
2 ∇2−Λ)V n+1 = ∂P
n+1
∂Y +Sv
(Ra−
1
2 ∇2−Λ)θn+1 = Sθ
(II.20)
ou` Sθ =
−4θn−1 +θn
24 t
+2(V ∇θ)n− (V.∇θ)n−1, Su =
−4Un−1 +Un
24 t
+2(V ∇U)n− (V.∇U)n−1
et Sv =
−4V n−1 +V n
24 t
+2(V∇V )n− (V.∇V)n−1 +Prθn+1
La discre´tisation en temps du syste`me d’e´quations (II.8) se fait de la meˆme manie`re mais
en respectant les variations des proprie´te´s thermophysiques. Le syste`me d’e´quations (II.8)
discre´tise´ en temps s’e´crit comme suit :

3ρ∗(n+1)−4ρ∗(n) +ρ∗(n−1)
24 t
+
∂ρ∗(n+1)Un+1
∂X +
∂ρ∗(n+1)V n+1
∂Y = 0(
PrRa−
1
2
ρ∗(n+1)
∇.
(
µ∗
(n+1)~∇
)
−Λ
)
V n+1 =
1
ρ∗(n+1)
∂Pn+1
∂Y +Sv(
PrRa−
1
2
ρ∗(n+1)
∇.
(
µ∗
(n+1)~∇
)
−Λ
)
Un+1 =
1
ρ∗(n+1)
∂Pn+1
∂X +Su(
Ra−
1
2
ρ∗(n+1)
∇.
(
λ∗(n+1)~∇
))
−Λ)θn+1 = Sθ
(II.21)
ou` Sθ =
−4θn−1 +θn
24 t
+ 2(V∇(θ))n − (V.∇(θ))n−1, Su =
−4Un−1 +Un
24 t
+ 2(V∇(U))n −
(V.∇(U))n−1, Sv =
−4V n−1 +V n
24 t
+2(V∇(V ))n− (V.∇(V ))n−1 +Prβ∗θn+1
4.2 Discre´tisation spatiale
Tous les termes des e´quations II.20 et II.21 sont discre´tise´s en espace par un sche´ma centre´
d’ordre deux. Les conditions aux limites de Neumann en vitesse verticale a` l’entre´e et en
sortie du canal sont discre´tise´es respectivement par des sche´mas de´centre´es aval et amont
d’ordre 2. Les variables sont localise´es sur le domaine de calcul de fac¸on de´cale´e [74] [75].
La grille utilise´e a trois sous-grilles, une pour la pression et la tempe´rature (et les proprie´te´s
thermophysiques), une pour la vitesse horizontale et une pour la vitesse verticale. Le placement
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des sous-grilles est montre´ dans la figure II.2 ou` les fle`ches horizontales indiquent les nœuds
de U , les fle`ches verticales indiquent les noeuds de V et les points noirs indiquent les nœuds de
P,θ,λ∗,µ∗ et ρ∗.
FIGURE II.2 – Grille de´cale´e
Les termes a` de´rive´es spatiales dans l’e´quation de la conservation de la masse sont
discre´tise´s avec un sche´ma de´centre´ aval :
∂ρ∗U
∂X |I,J=
ρ∗i+1,JUi+1,J−ρ∗i,JUi,J
4X
=
(ρ∗I+1,J +ρ∗I,J
2
)
Ui+1,J−
(ρ∗I,J +ρ∗I−1,J
2
)
Ui,J
4X
(II.22)
∂ρ∗V
∂Y |I,J=
ρ∗I, j+1UI, j+1−ρ∗i,JUi,J
4Y
=
(ρ∗I,J+1 +ρ∗I,J
2
)
UI, j+1−
(ρ∗I,J +ρ∗I,J−1
2
)
UI, j
4Y
(II.23)
Les termes convectifs sous forme discre´tise´e sont :
∂ρ∗U2
∂X |i,J=
ρ∗I,JU2I,J−ρ∗I−1,JU2I−1,J
4x
=
ρ∗I,J
(
Ui,J +Ui+1,J
2
)2
−ρ∗I−1,J
(
Ui,J +Ui−1,J
2
)2
4x
(II.24)
∂ρ∗VU
∂y |i,J=
ρ∗i, j+1Vi, j+1.Ui, j+1−ρ∗i, jVi, j.Ui, j
4y
(II.25)
=
(ρ∗I−1,J+1 +ρ∗I,J+1 +ρ∗I−1,J +ρ∗I,J)
4
(VI, j+1+VI−1, j+1)
2
.
(Ui,J+1+Ui,J)
2
4y
−
(ρ∗I−1,J−1 +ρ∗I,J−1 +ρ∗I−1,J +ρ∗I,J)
4
(VI, j +VI−1, j)
2
.
(Ui,J +Ui,J−1)
2
4y
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∂ρ∗V 2
∂Y |I, j=
ρ∗I,JV 2I,J−ρ∗I,J−1V 2I,J−1
4y
=
ρ∗I,J
(
VI, j +VI, j+1
2
)2
−ρ∗I,J−1
(
VI, j +VI, j−1
2
)2
4y
(II.26)
∂ρ∗UV
∂X |I, j=
ρ∗i+1, jUi+1, j.Vi+1, j−ρ∗i, jUi, j.Vi, j
4x
(II.27)
=
(ρ∗I,J−1 +ρ∗I,J +ρ∗I+1,J−1 +ρ∗I+1,J)
4
(VI, j +VI+1, j)
2
.
(Ui+1,J +Ui+1,J−1)
2
4x
−
(ρ∗I,J−1 +ρ∗I,J +ρ∗I−1,J−1 +ρ∗I−1,J)
4
(VI, j +VI−1, j)
2
.
(Ui,J +Ui,J−1)
2
4x
∂ρ∗Uθ
∂X |I,J=
ρ∗i+1,JUi+1,Jθi+1,J−ρ∗i,JUi,Jθi,J
4x
=
Ui+1,J
(ρ∗I+1,J +ρ∗I,J)
2
(θI,J +θI+1,J)
2
4x
−
Ui,J
(ρ∗I,J +ρ∗I−1,J)
2
(θI,J +θI−1,J)
2
4x
(II.28)
∂ρ∗V θ
∂y |I, j=
ρ∗I, j+1VI, j+1θI, j+1−ρ∗I, jVI, jθI, j
4y
=
(ρ∗I,J+1 +ρ∗I,J)
2
VI, j+1
(θI,J+1 +θI,J)
2
4y
−
(ρ∗I,J +ρ∗I,J−1)
2
VI, j
(θI,J +θI,J−1)
2
4y
(II.29)
Les termes diffusifs sous forme discre´tise´e sont les suivants :
∂
∂X
(
µ∗
∂U
∂X
)
|i,J =
(
µ∗
∂U
∂X
)
I,J
−
(
µ∗
∂U
∂X
)
I−1,J
4X
=
(
µ∗I,J
(
Ui+1,J−Ui,J
4X
))
−
(
µ∗I−1,J
(
Ui,J−Ui−1,J
4X
))
4X
(II.30)
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∂
∂Y
(
µ∗
∂U
∂Y
)
|i,J =
(
µ∗
∂U
∂Y
)
i, j+1
−
(
µ∗
∂U
∂Y
)
i, j
4Y
=
(
µ∗i, j+1
(
Ui,J+1−Ui,J
4Y
))
−
(
µ∗i, j
(
Ui,J−Ui,J−1
4Y
))
4Y
=
((µ∗I,J +µ∗I,J+1 +µ∗I−1,J +µ∗I−1,J+1
4
)
∗
(
Ui,J+1−Ui,J
4Y
))
4Y
−
((µ∗I,J +µ∗I,J−1 +µ∗I−1,J +µ∗I−1,J−1
4
)
∗
(
Ui,J−Ui,J−1
4Y
))
4Y
(II.31)
∂
∂X
(
µ∗
∂V
∂X
)
|I, j =
(
µ∗
∂V
∂X
)
i+1, j
−
(
µ∗
∂V
∂X
)
i, j
4X
=
((µ∗I,J +µ∗I+1,J +µ∗I,J−1 +µ∗I+1,J−1
4
)
∗
(
VI+1, j−VI, j
4X
))
4X
−
((µ∗I,J +µ∗I−1,J +µ∗I,J−1 +µ∗I−1,J−1
4
)
∗
(
VI, j−VI−1, j
4X
))
4X
(II.32)
∂
∂Y
(
µ∗
∂V
∂Y
)
|I, j =
(
µ∗
∂V
∂Y
)
I,J
−
(
µ∗
∂V
∂Y
)
I,J−1
4Y
=
(
µ∗I,J
(
VI, j+1−VI, j
4Y
))
−
(
µ∗I,J−1
(
VI, j−VI, j−1
4Y
))
4Y
(II.33)
∂
∂X
(
λ∗ ∂θ∂X
)
|I,J =
(
λ∗ ∂θ∂X
)
i+1,J
−
(
λ∗ ∂θ∂X
)
i−1,J
4X
=
((λ∗I+1,J +λ∗I,J
2
)
∗
(
θI+1,J−θI,J
4X
))
4X
−
((λ∗I,J +λ∗I−1,J
2
)
∗
(
θI,J−θI−1,J
4X
))
4X
(II.34)
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∂
∂Y
(
λ∗ ∂θ∂Y
)
|I,J =
(
λ∗ ∂θ∂Y
)
I, j+1
−
(
λ∗ ∂θ∂Y
)
I, j−1
4Y
=
((λ∗I,J+1 +λ∗I,J
2
)
∗
(
θI,J+1−θI,J
4Y
))
4Y
−
((λ∗I,J +λ∗I,J−1
2
)
∗
(
θI,J−θI,J−1
4Y
))
4Y
(II.35)
Pour la simplification des e´critures pre´ce´dentes, on pose :
a = µ∗I−1,J
b = µ∗I,J
c = b+a
d = (µ∗I,J +µ∗I−1,J +µ∗I,J+1 +µ∗I−1,J+1)/4
e = (µ∗I,J +µ
∗
I−1,J +µ
∗
I,J−1 +µ
∗
I−1,J−1)/4
f = d + e
g = (µ∗I,J +µ∗I+1,J +µ
∗
I,J−1 +µ
∗
I+1,J−1)/4
h = e+g
k = µI,J−1
l = k+b
a′ = (λ∗I−1,J +λ∗I,J)/2
b′ = (λ∗I,J +λ∗I+1,J)/2
c′ = b′+a′
d′ = (λ∗I,J−1 +λ∗I,J)/2
e′ = (λ∗I,J+1 +λ∗I,J)/2
f ′ = d′+ e′
Les termes diffusifs deviennent alors :
∂
∂X
(
µ∗
∂U
∂X
)
|i,J=
aUi−1,J− cUi,J +bUi+1,J
4X2
(II.36)
∂
∂X
(
µ∗
∂U
∂Y
)
|i,J=
dUi,J−1− fUi,J + eUi,J+1
4Y 2
(II.37)
∂
∂X
(
µ∗
∂V
∂X
)
|I, j=
eVI−1, j−hVI, j +gVI+1, j
4X2
(II.38)
∂
∂X
(
µ∗
∂V
∂Y
)
|I, j=
kVI, j−1− lVI, j +bVI, j+1
4Y 2
(II.39)
∂
∂X
(
λ∗ ∂θ∂X
)
|I,J=
a′θI−1,J− c′θI,J +b′θI+1,J
4X2
(II.40)
∂
∂Y
(
λ∗ ∂θ∂Y
)
|I,J=
d′θI,J−1− f ′θI,J + e′θI,J+1
4Y 2
(II.41)
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4.3 Algorithmes de re´solution
Dans la suite, nous allons traiter la re´solution de l’e´quation de l’e´nergie. Nous avons opte´
pour la re´solution du syste`me d’e´quations (II.21) qui est un syste`me normalise´. En effet, pour
le cas de la convection pure sans variation de proprie´te´s thermophysiques avec la tempe´rature,
il suffit de mettre toutes les proprie´te´s adimensionnelles ρ∗,λ∗,µ∗,β∗ a` 1.
Apre`s discre´tisation en temps, l’e´quation de conservation d’e´nergie du syste`me d’une
e´quations (II.21) se met sous la forme d’e´quation de Helmholtz :(
I−
C∗θ
Λ
∇.
(
λ∗(n+1)~∇
))
θn+1 =−Sθ
Λ
+O(4t3) (II.42)
ou` C∗θ =
Ra−1/2
ρ∗(n+1)
et Λ = 3
24 t
Au lieu de re´soudre l’e´quation (II.42), on factorise l’ope´rateur de Helmholtz 2D afin
d’obtenir deux syste`mes mono-dimensionnels :
(
I−
C∗θ
Λ
[ ∂
∂X
(
λ∗(n+1) ∂∂X
)])(
I−
C∗θ
Λ
[ ∂
∂Y
(
λ∗(n+1) ∂∂Y
)])
θn+1 =−SθΛ +O(4t
3) (II.43)
car les e´quations 1D de Helmholtz, e´tant tridiagonales sous forme discre`tes avec des sche´mas
centre´s d’ordre 2, se re´solvent facilement a` l’aide de l’algorithme de Thomas Cholesky
(Tri-diagonal Matrix Algorithm, TDMA). La diffe´rence maintenant entre les e´quations (II.42)
et (II.43) re´side dans le terme
(
C∗θ
Λ
)2[ ∂
∂X
(
λ∗(n+1) ∂∂X
)][ ∂
∂Y
(
λ∗(n+1) ∂∂Y
)]
θn+1 qui est en
O(4t2), alors que l’erreur de troncature dans l’e´quation (II.43) est en O(4t3). Quand on utilise
l’e´quation (II.43) l’ordre du sche´ma en temps est de´grade´.
Remarquons que θn+1 = θn + O(4t) pour un sche´ma d’ordre 1, donc pour conserver
l’ordre 2 du sche´ma temporel on peut re´e´crire l’e´quation (II.43) comme suit :
(
I−
C∗θ
Λ ∇.
(
λ∗(n+1)~∇
))(
θn+1−θn
)
=−
Sθ
Λ −
(
I−
C∗θ
Λ ∇.
(
λ∗(n+1)~∇
))
θn +O(4t3) (II.44)
et la factorisation de l’ope´rateur de Helmholtz conduit a` :
(
I−
C∗θ
Λ
[ ∂
∂X
(
λ∗(n+1) ∂∂X
)])(
I−
C∗θ
Λ
[ ∂
∂Y
(
λ∗(n+1) ∂∂Y
)])
δθ = S˜θ +O(4t3) (II.45)
ou` S˜θ =−
Sθ
Λ
−
(
I−
C∗θ
Λ
∇.
(
λ∗(n+1)~∇
))
θn et δθ = (θn+1−θn)
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Comme explique´ pre´ce´demment, on introduit un terme supple´mentaire qui respecte l’ordre
2 du sche´ma temporel
(
Cθ
Λ
)2[ ∂
∂X
(
λ∗(n+1) ∂∂X
)][ ∂
∂Y
(
λ∗(n+1) ∂∂Y
)]
δθ.
Nous pouvons maintenant re´soudre l’e´quation (II.45) et donc l’e´quation (II.42) en
re´solvant les deux e´quations de Helmholtz 1D et utilisant l’algorithme TDMA. Les proprie´te´s
thermophysiques sont calcule´es de manie`re explicite en temps pour la re´solution de
l’e´quation de l’e´nergie. Par exemple, au pas de temps n + 1, ρ∗(n+1) = 2ρ∗(n) − ρ∗(n−1) et
λ∗(n+1) = 2λ∗(n)−λ∗(n−1) .
Nous allons maintenant de´tailler les algorithmes utilise´s pour la re´solution du champ de
vitesse. La re´solution des e´quations de conservation de quantite´ de mouvement ne´cessite la
prise en compte du couplage vitesse-pression. De plus, la pression doit eˆtre aussi re´solue alors
qu’aucune e´quation de la pression n’est donne´e. Dans le cas d’un fluide incompressible, la
masse volumique est suppose´e constante, donc par de´finition elle n’est pas lie´e a` la pression,
dans ce cas, le couplage entre la pression et la vitesse impose une contrainte sur le champ de
vitesse : si un champ de pression est applique´ dans les e´quations de conservation de quantite´ de
mouvement, le champ de vitesse re´sultant doit satisfaire a` l’e´quation de continuite´ [76][77].
Le proble`me du couplage pression-vitesse, peut eˆtre re´solu en adoptant une solution
de´termine´ par un algorithme de pre´diction-correction et base´ sur une me´thode de projection.
Cet algorithme consiste a` trouver d’abord un champ de vitesse de pre´diction en fonction d’un
champ de pression approche´. Ensuite, une e´quation de correction de la pression est de´duite de
l’e´quation de continuite´, elle est re´solue pour mettre a` jour les champs de vitesse et de pression.
Cela dit, apre`s la discre´tisation en temps, nous obtenons le syste`me d’e´quations de Stokes
instationnaire qui se met sous forme d’e´quations de Helmholtz :(
PrRa−
1
2
ρ∗(n+1)
∇.
(
µ∗
(n+1)~∇
)
−Λ
)
Un+1 =
1
ρ∗(n+1)
∂Pn+1
∂X +Su (II.46)(
PrRa−
1
2
ρ∗(n+1)
∇.
(
µ∗
(n+1)~∇
)
−Λ
)
V n+1 =
1
ρ∗(n+1)
∂Pn+1
∂Y +Sv (II.47)
On remplace ∂P
n+1
∂X et
∂Pn+1
∂Y par
∂Pn
∂X et
∂Pn
∂Y , les vitesses U
n+1 et V n+1 sont remplace´es
donc par U∗ et V ∗ (champ de vitesse interme´diaire) :(
PrRa−
1
2
ρ∗(n+1)
∇.
(
µ∗
(n+1)~∇
)
−Λ
)
U∗ =
1
ρ∗(n+1)
∂Pn
∂X +Su (II.48)(
PrRa−
1
2
ρ∗(n+1)
∇.
(
µ∗
(n+1)~∇
)
−Λ
)
V ∗ =
1
ρ∗(n+1)
∂Pn
∂Y +Sv (II.49)
´Etant donne´ que nous connaissons les termes de droite et que les e´quations (II.48) et (II.49)
s’e´crivent sous forme d’e´quations Helmholtz, on les re´sout par l’algorithme TDMA afin de
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calculer les vitesses interme´diaires U∗ et V ∗.
En retranchant les e´quations (II.46) et (II.47) respectivement de (II.48) et (II.49) et en
ne´gligeant les termes de diffusion on obtient :
−Λ
(
ρ∗(n+1)Un+1−ρ∗(n+1)U∗
)
=
∂
(
Pn+1−Pn
)
∂X (II.50)
−Λ
(
ρ∗(n+1)V n+1−ρ∗(n+1)V ∗
)
=
∂
(
Pn+1−Pn
)
∂Y (II.51)
En de´rivant les e´quations pre´ce´dentes, nous avons :
−Λ(∂ρ
∗(n+1)Un+1
∂X −
∂ρ∗(n+1)U∗
∂X ) =
∂2(Pn+1−Pn)
∂X2 (II.52)
−Λ(∂ρ
∗(n+1)V n+1
∂Y −
∂ρ∗(n+1)V ∗
∂Y ) =
∂2(Pn+1−Pn)
∂Y 2 (II.53)
En sommant les deux e´quations pre´ce´dentes et en prenant en compte la contrainte
d’incompressibilite´ (3ρ
∗(n+1)−4ρ∗(n) +ρ∗(n−1)
24 t
+
∂ρ∗(n+1)Un+1
∂X +
∂ρ∗(n+1)V n+1
∂Y = 0) dans tout le
domaine, le syste`me conduit a` une e´quation de Poisson :
Λ(∂ρ
∗(n+1)U∗
∂X +
∂ρ∗(n+1)V ∗
∂Y +
∂ρ∗(n+1)
∂t ) = ∇
2φ (II.54)
ou` φ = Pn+1−Pn est la diffe´rence de pression entre les pas de temps n+1 et n.
L’e´quation (II.54) discre´tise´e devient alors :
Aφ+φBtr = Sφ (II.55)
ou` Sφ = Λ(
∂ρ∗(n+1)U∗
∂X +
∂ρ∗(n+1)V ∗
∂Y +
∂ρ∗(n+1)
∂t ), A et B sont des matrices tridiagonales et
diagonalisables. On peut re´e´crire l’ope´rateur A comme suit : A = Z ˜ΛZ−1 ou` ˜Λ est une matrice
diagonale qui contient les valeurs propres ˜λ1, ˜λ2 .... ˜λi de A et Z contient les vecteurs propres
de A. En substituant A dans l’e´quation (II.55), nous avons :
Z ˜ΛZ−1φ+φBtr = Sφ (II.56)
L’e´quation (II.56) devient alors :
˜Λ˜φ+ ˜φBtr = ˜Sφ (II.57)
ou` ˜φ = Z−1φ et ˜Sφ = Z−1Sφ
L’e´quation (II.57) s’e´crit pour chaque λi comme suit :
i = 1, ˜φ1(˜λ1I +Btr) = ˜Sφ1
i = 2, ˜φ2(˜λ2I +Btr) = ˜Sφ2
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.
.
.
i, ˜φi(˜λiI +Btr) = ˜Sφi
Pour chaque i, la matrice ˜λiI + Btr est tridiagonale et peut eˆtre re´solue via l’algorithme
TDMA. On obtient alors ˜φ et ensuite φ en re´solvant l’e´quation φ = Z ˜φ.
Dans certains cas de figures, la diagonalisation partielle n’est pas adapte´e. Par exemple,
dans le cas d’une plaque verticale chauffe´e contenue dans une cavite´, la diagonalisation partielle
selon l’axe X n’est pas possible. Il existe toutefois une autre me´thode pour la re´solution de
l’e´quation de poisson en pression [78]. En remplac¸ant l’e´quation (II.54) par l’e´quation suivante :
Λ(∂ρ
∗(n+1)U∗
∂X +
∂ρ∗(n+1)V ∗
∂Y +
∂ρ∗(n+1)
∂t ) =−
˜Aφ (II.58)
ou` l’ope´rateur ˜A est une matrice syme´trique de´finie positive [78]. On se retrouve dans la
situation classique de`s que − ˜A est le Laplacien avec des conditions aux limites de Neumann
homoge`nes.
Re´soudre l’e´quation (II.58) revient a` re´soudre le syste`me line´aire
˜Aφ =−Sp (II.59)
avec Sp = Λ(
∂ρ∗(n+1)U∗
∂X +
∂ρ∗(n+1)V ∗
∂Y +
∂ρ∗(n+1)
∂t ).
L’e´quation (II.58) devient alors :
(
I−
∂2
∂X2
)(
I−
∂2
∂Y 2
)
φ =−Sp (II.60)
Nous pouvons maintenant re´soudre l’e´quation (II.60) et donc l’e´quation (II.54) en re´solvant
les deux e´quations de Helmholtz 1D a` l’aide de l’algorithme TDMA.
φ e´tant bien calcule´, nous mettons a` jour les vitesses et pression au pas de temps n+1
comme suit :

Pn+1 = Pn +φ
Un+1 =U∗−
1
ρ∗(n+1)Λ
∂φ
∂X
V n+1 =V ∗−
1
ρ∗(n+1)Λ
∂φ
∂Y
(II.61)
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´Etant donne´ le type Dirichlet de la CL pour φ a` l’entre´e et en sortie du canal, la pression
Pn+1 et la vitesse V n+1 doivent eˆtre corrige´es a` l’entre´e et en sortie. Ceci constitue la diffe´rence
fondamentale par rapport a` la me´thode de projection avec des conditions aux limites de φ de
type Neumann homoge`ne.
4.4 Imple´mentation des conditions aux limites en pression
Nous allons dans cette partie de´crire l’imple´mentation des conditions aux limites en
pression : Bernoulli globale ze´ro (BG0), Bernoulli globale (BG), Bernoulli locale ze´ro (BL0),
Bernoulli locale (BL).
4.4.1 Bernoulli globale ze´ro (BG0)
Dans cette partie nous expliquons comment corriger la vitesse et la pression dans le cadre de
la me´thode de projection afin de satisfaire la condition de Bernoulli globale ze´ro a` l’entre´e du
canal. La me´thode de projection consiste a` trouver d’abord un champ de vitesse de pre´diction
(U∗,V ∗) et ensuite les champs de vitesse et de pression de correction afin de satisfaire la
contrainte d’incompressibilite´ [76][77]. `A l’e´tape de projection, nous imposons une condition
aux limites de type Dirichlet homoge`ne en pression a` l’entre´e et en sortie du canal. ´Etant donne´
que ces conditions aux limites ne permettent pas de ve´rifier la condition de Bernoulli globale,
nous essayons de la remplir a` l’aide du mode singulier de l’ope´rateur de Stokes instationnaire
[44] : nous obtenons pour cela, une correction de plus sur la pression et la vitesse globales.
– Vitesse de Poiseuille en re´gime instationnaire :
Pour obtenir le mode de Poiseuille, nous re´solvons l’e´quation de Helmholtz instationnaire
et unidimensionnelle (II.62) sous forme adimensionne´e et discre`te en supposant un gradient de
pression constant entre l’entre´e et la sortie du canal :(
3
24 t
−
Pr
Ra1/2
∂2
∂X2
)
Vp(X) =
1
A
avec 4 t le pas de temps (II.62)
Nous obtenons un syste`me tridiagonal comme suit : M.V = F
avec :
M =

a c 0 . . 0
c b . . . .
0 . . . . .
. . . . . 0
. . . . b c
0 . . 0 c a
 (II.63)
a =
3
24 t
+
3PrRa−1/2
4x2
;b = 3
24 t
+
2PrRa−1/2
4x2
;c =−
PrRa−1/2
4x2
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La solution est obtenue nume´riquement a` l’aide de l’Algorithme Thomas-Cholesky pour
des matrices tridiagonales. Nous rappelons que, si une solution des e´quations non-homoge`nes
est obtenue, cette solution modifie´e par le mode singulier (0,Vp,1−Y/A) fois une constante
quelconque, kc(0,Vp,1−Y/A), est encore solution des e´quations non-homoge`nes [44].
– Correction des champs de vitesse et de pression :
Soient V n et Pn qui ve´rifient : Pne = −0.5
(∫ 1
0 V (X ,0)n dX
)2
. Dans l’e´tape de projection,
on re´sout l’e´quation de Poisson de φ = ˜Pn+1−Pn, avec φ homoge`ne a` l’entre´e et a` la sortie du
canal, donc ˜Pn+1e = Pne . Apre`s l’e´tape de projection, ˜V n+1 et ˜Pn+1 ne satisfont pas la condition
de Bernoulli : ˜Pn+1e 6=−0.5
(∫ 1
0 ˜V (X ,0)n+1 dX
)2
.
Nous devons donc corriger la vitesse et la pression apre`s l’e´tape de projection de manie`re a`
satisfaire la condition de Bernoulli :
Pn+1e =−0.5
(∫ 1
0
V (X ,0)n+1 dX
)2
(II.64)
avec V (X ,Y )n+1 = ˜V (X ,Y )n+1+Vc(X), Vc(X) = Pc.Vp(X) et Pn+1 = ˜Pn+1 +Pc(1−Y/A). On
ponde`re en effet le mode singulier (0,Vp,1−Y/A) par Pc. On de´veloppe l’e´quation (II.64) :
Pn+1e =−0.5[
(∫ 1
0
Vc(X)dX
)2
+
(∫ 1
0
˜V (X ,0)n+1 dX
)2
+
2
(∫ 1
0
˜V (X ,0)n+1 dX
)
.
(∫ 1
0
Vc(X)dX
)
]
et on obtient alors pour Pc l’e´quation du second degre´ suivante :
P2c
(∫ 1
0
Vp(X)dX
)2
+Pc
[
2+2
(∫ 1
0
Vp(X)dX
)(∫ 1
0
˜V (X ,0)n+1 dX
)]
+(∫ 1
0
˜V (X ,0)n+1 dX
)2
+2Pne = 0
(II.65)
On obtient deux solutions diffe´rentes en Pc. L’une des deux solutions qui est tre`s grande en
valeur absolue, conduit a` des vitesses ne´gatives a` l’entre´e du canal. Nous avons donc opte´ de
prendre la solution ayant un sens physique, a` savoir celle qui a la plus petite valeur absolue.
4.4.2 Bernoulli globale (BG)
Soient V n et Pn qui ve´rifient :
Pne =−0.5
(∫ 1
0
V (X ,0)n dX
)2
Pns =−0.5(V (X ,A)n)2 si V (X ,A)n ≤ 0
Pns = 0 si V (X ,A)n > 0
46
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Mode`les mathe´matiques et me´thodes nume´riques
`A l’e´tape de pre´diction, nous re´solvons les e´quations de Helmholtz (II.48) et (II.49) en
imposant les conditions aux limites ade´quates sur le champ de vitesse de pre´diction, a` savoir :
des conditions aux limites du type Neumann sur la composante verticale de vitesse et du type
Dirichlet homoge`ne sur la composante horizontale a` l’entre´e et en sortie du canal.
`A l’e´tape de projection, nous imposons des conditions aux limites du type Dirichlet non
homoge`ne en pression a` l’entre´e, pression nulle pour des vitesses positives et du type Dirichlet
non homoge`ne pour des vitesses ne´gatives en sortie. On re´sout donc l’e´quation (II.54), avec :

φ = 0.5
[(∫ 1
0
V (X ,0)n dX
)2
−
(∫ 1
0
V (X ,0)∗dX
)2]
φ = 0.5
[(∫ 1
0
V (X ,A)n dX
)2
−
(∫ 1
0
V (X ,A)∗dX
)2]
si V (X ,A)∗ ≤ 0
φ = 0 si V (X ,A)∗ > 0
φ e´tant obtenue et apre`s la mise a` jour des vitesses et de la pression au pas de temps n+1
nous avons :
Pn+1s = 0 si V (X ,A)n+1 > 0 a` Y = A, 0≤ X ≤ 1 (II.66)
tandis que V n+1 et Pn+1 ne satisfont pas le reste de la condition de Bernoulli locale a` l’entre´e
et en sortie du canal :

Pn+1e 6=−0.5
(∫ 1
0
V (X ,0)n+1 dX
)2
Pn+1s 6=−0.5
(∫ 1
0
V (X ,A)n+1 dX
)2
si V (X ,A)n+1 ≤ 0
car a` l’entre´e du canal φ = Pn+1e − Pne = 0.5
[(∫ 1
0
V (X ,0)n dX
)2
−
(∫ 1
0
V (X ,0)∗dX
)2]
implique : Pn+1e =−0.5
(∫ 1
0
V (X ,0)∗dX
)2
.
V ∗ e´tant la composante verticale du champ de vitesse de pre´diction. En sachant que
V n+1 = V ∗−
1
Λ
∂φ
∂Y (cf. syste`me d’e´quations (II.61)) a` l’entre´e et que
∂φ
∂n 6= 0, la condition de
Bernoulli globale n’est donc pas satisfaite a` l’entre´e du canal au pas de temps n+1 :
Pn+1e 6=−0.5
(∫ 1
0 V (X ,0)n+1 dX
)2
De la meˆme fac¸on, la condition de Bernoulli globale n’est pas ve´rifie´e en sortie du canal.
En revanche, V ∗ tend vers V n+1 quand l’e´coulement approche le re´gime stationnaire parce que
φ tend vers 0. Nous obtenons enfin en re´gime stationnaire :
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Pn+1e =−0.5
(∫ 1
0
V (X ,0)n+1 dX
)2
(II.67)
Pn+1s =−0.5
(∫ 1
0
V (X ,A)n+1 dX
)2
si V (X ,A)n+1 ≤ 0 (II.68)
La me´thode de´crite pour imposer la condition de Bernoulli globale (BG) peut eˆtre aussi
utilise´e pour appliquer la condition de Bernoulli globale ze´ro (BG0). Toutefois, la majeure
diffe´rence entre les deux me´thodes nume´riques utilise´es re´side dans la ve´rification des
conditions aux limites en pression. En effet, dans la premie`re me´thode, nous satisfaisons la
condition de Bernoulli globale a` chaque pas de temps a` l’entre´e du canal, tandis qu’avec la
deuxie`me me´thode, la condition de Bernoulli globale n’est satisfaite qu’en re´gime stationnaire.
4.4.3 Bernoulli locale (BL)
On imple´mente la condition aux limites de Bernoulli locale de la meˆme manie`re que dans la
cas pre´ce´dent. Seules les conditions aux limites en pression changent a` l’entre´e et en sortie du
canal. Cela dit, on utilise les conditions aux limites de´crites dans le syste`me d’e´quation (II.15).
4.4.4 Bernoulli locale ze´ro (BL0)
La condition aux limites de Bernoulli locale ze´ro est aussi imple´mente´e de la meˆme fac¸on
que (BG). Les conditions aux limites utilise´es sont de´crites dans le syste`me d’e´quations (II.14).
4.5 Algorithme global de re´solution des e´quations de conservation
L’algorithme global de re´solution consiste d’abord, a` re´soudre l’e´quation de l’e´nergie afin
de de´terminer le champ de tempe´rature. Rappelons que, les proprie´te´s thermophysiques qui
interviennent dans l’e´quation d’e´nergie sont calcule´s avec un sche´ma explicite d’ordre deux
en temps. Puis, apre`s l’e´tape de pre´diction-correction, le champ de vitesse est mis a` jour. Les
diffe´rentes e´tapes peuvent eˆtre re´sume´es comme suit :
1. Initialiser le temps, les variables, les constantes et les conditions aux limites (grille
fictive).
2. Imposer les conditions initiales pour U,V,P,θ
3. Re´soudre les e´quations discre`tes pour obtenir U,V,P et θ au pas de temps n+1 :
-Calculer le champ de tempe´rature T
-Imposer les conditions aux limites sur T
-Calculer les proprie´te´s thermophysiques en fonction de la tempe´rature
-Imposer les conditions aux limites sur ρ∗,ν∗,λ∗
-Calculer le champ de vitesses de pre´diction U∗,V ∗
-Imposer les conditions aux limites sur U∗,V ∗
-Calculer le pression de correction
-Mettre a` jour les champs de vitesse et de pression
-Imposer les conditions aux limites sur U,V,P
-Mettre a` jour le temps
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4. Arreˆter la simulation si le crite`re (re´gime stationnaire, par exemple) est atteint, si non,
revenir a` l’e´tape 3.
5 Transfert radiatif couple´ avec la convection naturelle
5.1 Hypothe`ses
Le couplage de la convection naturelle avec le rayonnement entre surfaces concerne
seulement le cas de l’air dans notre e´tude. Dans le cas de l’eau, le transfert radiatif est
ne´gligeable. En effet, la loi de Beer-Lambert e´nonce que le rayonnement e´mis par les parois est
en majorite´ atte´nue´ sur une e´paisseur d’eau situe´e dans la couche limite dynamique [1]. Quant
a` l’air, il est suppose´ comme un milieu transparent au rayonnement. Le rayonnement entre
surfaces est pris en compte seulement dans les conditions aux limites thermiques parie´tales. Les
parois verticales sont suppose´es opaques (la transmissivite´ τ = 0), grises et diffuses. L’entre´e
et la sortie sont assimile´es en rayonnement comme deux parois noires (la re´flectivite´ r = 0) a`
la tempe´rature ambiante T0. Les proprie´te´s radiatives des surfaces sont relie´es entre elles par la
formule suivante [79] :
r = 1−α = 1− ε (II.69)
ou` α est l’absorptivite´ et ε est l’e´missivite´.
5.2 Flux de chaleur radiatif
Le flux de chaleur radiatif de la surface S est calcule´ via la me´thode des radiosite´s : le flux
de chaleur radiatif qr sur la surface S est e´gal a` l’e´cart entre le flux radiatif e´mis par cette surface
(radiosite´ J) et l’e´clairement des autres surfaces (irradiation G) [79] :
qr = J−G = J−FJ (II.70)
ou` F est le facteur de forme entre les surfaces. La radiosite´ de la surface S s’exprime comme
suit :
J = (1− ε)FJ + εσT 4 (II.71)
avec ε l’e´missivite´ de la surface S et σ la constante Stephan-Boltzmann. L’e´quation (II.71)
s’e´crit donc :
BJ = b (II.72)
avec B = Id− (1− ε)F et b = εσ(T )4) l’e´mission propre. L’e´quation (II.70) devient alors sous
forme matricielle [79] :
qr = J−G = [Id−F ]J = [Id−F ]B−1b (II.73)
avec B−1 l’inverse de B et Id la matrice identite´.
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Notez que qr = ε(σT 4 − G) et G = qr − J, nous avons donc qr =
ε(σT 4− J)
1− ε
. Cette
expression classique n’est pas valide pour ε = 1 (surface noire), c’est la raison pour laquelle
l’e´quation II.73 est choisie.
5.3 Conditions aux limites thermiques
Dans le cas du couplage convection/rayonnement seules les conditions aux limites
thermiques parie´tales sont modifie´es. Aux parois, Le bilan thermique est obtenu par l’e´quilibre
entre le flux de conduction, le flux convectif transmis au fluide et le flux radiatif. Les conditions
aux limites thermiques aux parois s’e´crivent en forme adimensionnelle comme suit :
−λ−−−−−−→(∂T )/(∂x).~n+~qr.~n =~qw.~n (II.74)
avec qw la densite´ de flux de chaleur impose´e sur la paroi, −λ(∂T )/(∂x) le flux conductif
adimensionne´ et ~n la normale unitaire et sortante au domaine fluide. Ce qui donne en scalaire
pour le cas du canal partiellement chauffe´ (voir figure II.3) :
p
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A/4
A/4
rayonnement 
GLD (infrarouge)
A/2
Énergie
Solaire
rayonnement 
PLD
convection
naturelle
FIGURE II.3 – Canal chauffe´ partiellement en densite´ de flux sur l’une de ses parois, l’autre
e´tant adiabatique.

λ∗(∂θ)/(∂X)−q∗r =−1 pour X = 0, A/4≤Y ≤ 3A/4
λ∗(∂θ)/(∂X)−q∗r = 0 pour X = 0, 0≤ Y < A/4 et 3/4 <Y ≤ A/4
λ∗(∂θ)/(∂X)+q∗r = 0 pour X = 1, 0≤ Y ≤ A
(II.75)
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5.4 Discre´tisation du proble`me radiatif
La dimension du proble`me radiatif de´pend du nombre de surfaces qui peuvent eˆtre
conside´re´es (isoflux). Comme le rayonnement n’est pas uniforme sur les parois, nous avons
discre´tise´ au niveau radiatif les quatre parois sur le meˆme maillage que pour les e´quations
de Navier-Stokes afin de connaıˆtre la distribution locale du flux radiatif sur les deux parois
verticales. La densite´ de flux surfacique au pas de temps n + 1 sous forme matricielle
adimensionne´e s’e´crit comme suit [79] :
q∗(n+1)r = [Id−F]J∗(n+1) (II.76)
avec J∗ la radiosite´ adimensionne´e qui s’e´crit sous forme discre`te :
J∗(n+1)i = (1− εi)
N
∑
j=1
Fi jJ
∗(n+1)
j + εiσ(4T θn+1i +To)4/qw (II.77)
ou` J∗i = Ji/(qw) et Fi j est le facteur de forme [13].
Les conditions aux limites thermiques qui couplent θ et q∗r instantane´es sont traite´es en
temps de manie`re explicite : q˜∗(n+1)r = 2q∗(n)r − q∗(n−1)r [13]. `A titre d’exemple, pour X = 1
et 0 ≤ Y ≤ A : λ∗(n+1)(∂θn+1)/(∂X)+ q˜∗(n+1)r = λ∗(n+1)(∂θn+1)/(∂X)+ 2q∗(n)r − q∗(n−1)r = 0.
Ce traitement nous permet d’obtenir d’abord θn+1 et ensuite q∗(n+1)r en re´solvant les e´quations
(II.77) et (II.76) respectivement.
6 Convergence vers l’e´tat stationnaire et ordre de
convergence spatiale
Pour les proble`mes instationnaires, il s’agit d’e´tudier l’influence du pas de temps sur les
calculs nume´riques et de de´terminer l’ordre de convergence du sche´ma temporel adopte´. Dans
le cas de ma the`se, les simulations effectue´es sont stationnaires. Pour ce cas de figure, il s’agit
de s’assurer que les quantite´s physiques ne changent plus dans le temps. On se sert pour cela
de la variation relative des quantite´s physiques entre deux ite´rations successives. Nous avons
choisi d’utiliser la norme L2 pour e´tudier la convergence vers une solution stationnaire. Pour
chaque variable ψ (U , V , θ ou P ), on calcule a` chaque pas de temps l’e´cart :
E =
(
1
NxNy ∑i, j
(
ψn+1i, j −ψni, j
)2)0.5
(II.78)
Pour que la solution stationnaire soit atteinte, la somme des e´carts construits sur les
variables (U , V , θ, P) doit eˆtre infe´rieure a` une constante que nous fixons a` 10−8 dans nos
simulations nume´riques.
Afin de ve´rifier la qualite´ de la solution nume´rique et de de´terminer sa pre´cision spatiale,
nous avons calcule´ l’ordre de pre´cision spatial sur des grandeurs physiques (la tempe´rature, la
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composante normale de la vitesse) en utilisant l’analyse de convergence spatiale de´crite dans
[80][81][82][83], le but e´tant de ve´rifier si l’erreur de discre´tisation est celle e´nonce´ par le calcul
the´orique. L’ordre de convergence formel est calcule´ via l’erreur de troncature qui est l’e´cart
entre l’e´quation discre´tise´e et l’e´quation diffe´rentielle partielle continue. Pour un sche´ma de
discre´tisation d’ordre p > 0 en espace et q > 0 en temps, nous avons :
Ed = || fexacte− fd ||= O(hp,∆tq) (II.79)
ou` ∆t est le pas de temps et fd est la solution discre`te.
Quand le re´gime est stationnaire et la solution exacte n’est pas disponible, le calcul de
l’ordre de convergence se fait a` partir de 3 maillages. Conside´rons la valeur d’une variable f
calcule´e sur un maillage grossier ( fG), sur un maillage interme´diaire ( fM) et sur un maillage fin
( fF). En utilisant les trois maillages tels que :
hG
hM
=
hM
hF
= 2 (II.80)
Les solutions ( fG), ( fM) et ( fF) s’e´crivent comme suit :
fG = fexacte +ChpG +O(hp+1G )
fM = fexacte +ChpM +O(hp+1M )
fF = fexacte +ChpF +O(hp+1F )
(II.81)
Le rapport R = fG− fMfM− fF = 2
p est utilise´ pour caracte´riser le comportement de f quand
le maillage est raffine´. L’estimation de fM et fF sur la grille grossie`re est obtenue par une
interpolation polynomiale d’ordre 4.
7 Quantite´s caracte´ristiques de l’e´coulement et du transfert
thermique
Cette section est de´die´e a` la de´finition des quantite´s thermiques et dynamiques ne´cessaires
a` l’e´tude de la convection naturelle et du couplage convection-rayonnement entre surfaces dans
un canal ouvert chauffe´ en densite´ de flux de chaleur.
7.1 Quantite´s dynamiques
L’e´change thermique par convection naturelle engendre un de´bit massique dans le canal.
Il est essentiel de pouvoir connaıˆtre la quantite´ du fluide qui circule a` l’inte´rieur du canal et
traverse les sections d’entre´e et de sortie.
Le de´bit entrant par la section basse du canal a` Y = 0 :
Ve =
∫ 1
0
V (X ,0)dX (II.82)
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Le de´bit sortant par la section haute du canal a` Y = A :
Vs =
∫ 1
0
V (X ,A)dX (II.83)
Le de´bit entrant par la section haute (recirculation) du canal a` Y = A :
Ges =
∫ 1
0
|V (X ,A) | −V (X ,A)
2
dX (II.84)
L’e´coulement de convection naturelle dans un canal ouvert peut donner naissance a` une
recirculation au niveau de la sortie. Le calcul des tailles de recirculation et d’e´coulements de
retour peuvent eˆtre de´termine´es a` partir des fonctions de courant et du champ de vitesse.
Soit Xv(Y ) 6= 0,1 tel que V (Xv(Y ),Y ) = 0. La taille de l’e´coulement de retour s’e´crit comme
suit :
der(Y ) = 1−Xv(Y ) (II.85)
Soit ψr = ψ(1,Y ) la fonction de courant sur la paroi droite et Xψ(Y ) 6= 1 tel que
Ψ
(
Xψ(Y ),Y
)
= ψr. La taille de recirculation s’exprime comme suit :
drc(Y ) = 1−Xψ(Y ) (II.86)
7.2 Quantite´s thermiques
Le nombre de Nusselt total Nut peut avoir deux origines : le nombre de Nusselt convectif
Nu1 et le nombre de Nusselt radiatif Nur. Pour un chauffage uniforme en densite´ de flux de
chaleur, le nombre de Nusselt convectif local base´ sur une tempe´rature de re´fe´rence e´gale a` la
tempe´rature ambiante T = T0 peut s’e´crire comme suit :
Nu1(Y ) =
qwd
k(Tw(Y )−T0)
=
k4T
d d
k(Tw(Y )−T0)
=
4T
(Tw(Y )−T0)
=
1
θ(Y ) (II.87)
avec 4T =
qwd
k .Quand la de´finition du nombre de Nusselt est base´e sur la tempe´rature de´bitante, il s’e´crit
comme suit :
Nu2(Y ) =
1
(θ(Y )−θb(Y ))
(II.88)
avec θb =
1
Ve
∫ 1
0
V (X ,Y)θ(X ,Y)dX .
Les nombres de Nusselt moyen (le long de la partie chauffe´e de la paroi) Nui s’e´crit :
Nui =
1
Ah
∫ Ah
0
Nui(Y )dY (II.89)
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avec Ah la surface totale chauffe´e et i = 1,2.
Dans le cas de parois isothermes, le nombre de Nusselt moyen est de´fini comme suit :
Nuc =−
1
Ah
∫ Ah
0
Nuc(Y )dY (II.90)
avec Nuc(Y ) le nombre de Nusselt convectif local.
En pre´sence du rayonnement entre surfaces, le nombre de Nusselt radiatif local est le
suivant :
Nur(Y ) =±q∗r (Y ) (II.91)
avec q∗r = qr/qw.
Le nombre de Nusselt radiatif moyen s’e´crit comme suit :
Nur =
1
Ar
∫ Ar
0
q∗r (Y )dY (II.92)
La surface Ar est la surface irradie´e et peut eˆtre chauffe´e ou non chauffe´e.
Le nombre de Nusselt total base´ sur la tempe´rature ambiante (par exemple le long de la
partie chauffe´e de la paroi) s’e´crit comme suit :
Nut =
1
Ah
∫ Ah
0
[Nu1(Y )+q∗r (Y )] dY (II.93)
Ah ici peut eˆtre la paroi active ou passive. Dans le cas de parois isothermes, on doit remplacer
Nu1(Y ) par Nuc(Y ).
7.3 Conclusion
Nous avons modifie´ un code de calcul base´ sur la me´thode des diffe´rences finies applique´ a`
des maillages structure´s et de´cale´s. Notons que le code avait de´ja fait la preuve de son efficacite´
pour re´soudre des proble`mes de convection naturelle en cavite´ ferme´e. Notre contribution a` ce
code existant au laboratoire du CETHIL e´tait :
– d’e´tendre le code de calcul pour traiter le cas de la convection naturelle dans un canal
ouvert. Diffe´rentes conditions aux limites entre´e/sortie ont e´te´ imple´mente´es. De plus, un
nouvel algorithme a e´te´ de´veloppe´ pour traite´ un cas spe´cial de conditions aux limites en
pression (Bernoulli Global Ze´ro).
– d’imple´menter une nouvelle me´thode pour la re´solution de l’e´quation de Poisson en
pression destine´e pour traiter le cas d’un canal contenu dans une cavite´ ferme´e.
– de modifier le code pour prendre en compte la variation des proprie´te´s thermophysiques
en fonction de la tempe´rature.
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– de prendre en compte le couplage de la convection naturelle avec le rayonnement de
surface. Le calcul de la densite´ de flux radiatif base´ sur la me´thode des radiosite´s a e´te´
modifie´ pour prendre en compte le rayonnement des corps noirs (ε = 1).
Nous avons ainsi contribue´ a` e´laborer un code de calcul qui devrait permettre de simuler
nume´riquement la convection naturelle couple´e ou sans le rayonnement de surface pour des
ge´ome´tries semi-ouvertes et pour deux types de fluides : l’eau et l’air.
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Chapitre III
Validation de codes
1 Introduction
Nous avons pre´sente´ dans le chapitre pre´ce´dant les me´thodes nume´riques utilise´es dans
cette e´tude pour la re´solution des e´quations de Navier-Stokes qui permettent d’e´tudier les
e´coulements de convection naturelle. Ce pre´sent chapitre pre´sente la validation du code
de simulation, l’objectif e´tant de ve´rifier sa fiabilite´ et de valider les diffe´rentes me´thodes
nume´riques imple´mente´es. Des solutions sont pre´sente´es et compare´es a` des re´sultats publie´s
ante´rieurement. Nous e´tudions en meˆme temps plusieurs aspects nume´riques, a` savoir
l’influence de la re´solution spatiale et temporelle sur les re´sultats.
Dans la section 2 ci-dessous une premie`re validation est effectue´e sur l’e´coulement de
convection naturelle avec et sans rayonnement de surface dans une cavite´ diffe´rentiellement
chauffe´e. La section 3 est de´die´e a` la validation du code en convection naturelle dans un
canal ouvert chauffe´ partiellement sur l’une de ses parois, l’autre paroi e´tant adiabatique.
Cette meˆme configuration est utilise´e pour valider le code nume´rique en convection naturelle
avec rayonnement entre surfaces dans la quatrie`me section. La dernie`re validation du code est
relative au cas de la convection naturelle dans une cavite´ ferme´e contenant une plaque verticale
chauffe´e est effectue´e dans la dernie`re section.
2 Couplage convection-rayonnement dans une cavite´
diffe´rentiellement chauffe´e
Le but dans cette section est de valider le mode`le de rayonnement prenant en compte
le cas ε = 1. Nous allons dans ce qui suit comparer nos re´sultats en terme de nombres de
Nusselt convectif et radiatif avec l’e´tude de Wang et al. [13]. On conside`re l’e´coulement d’air
dans une cavite´ carre´e diffe´rentiellement chauffe´e (cf. Fig. III.1-(a)), dont les parois verticales
sont maintenues a` tempe´ratures uniformes et les parois horizontales suppose´es adiabatiques.
Les quatre parois sont suppose´es grises, diffuses et opaques. Rappelons que l’e´coulement
d’air (Pr = 0.71) est suppose´ laminaire, incompressible et bidimensionnel. Le mouvement
d’air est gouverne´ par les e´quations de Navier-Stokes sous l’hypothe`se de Boussinesq. Le
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couplage convection-rayonnement entre surfaces a e´te´ pris en compte en utilisant la me´thode
des radiosite´s. Le couplage vitesse-pression est re´solu via une me´thode de projection. Les
e´quations de Navier-Stokes et de l’e´nergie ont e´te´ re´solues sur des maillages carte´siens
non-uniformes avec un rapport de taille entre deux mailles successives (δXi+1 = CδXi) de
C = 1.05 sur la demi-largeur et la demi-hauteur (cf. Fig.III.1-(b)).
Les re´sultats de comparaison ont e´te´ obtenus en fixant la longueur de re´fe´rence Lr de
manie`re a` avoir des diffe´rences de tempe´rature ne de´passant pas ∆T ≈ 10K afin d’assurer
la validite´ de l’hypothe`se de Boussinesq. Dans ce cas, la variation du nombre de RaL est
simplement due a` celle de la diffe´rence de tempe´rature ∆T . Le nombre de Rayleigh RaL
varie de 104 a` 106, la tempe´rature de re´fe´rence et l’e´missivite´ sont e´gales respectivement a`
T0 = 293.5 K et 0.2.
Nuc(P.C) Nuc(P.F) Nur(P.C) Nur(P.F) Nut(P.C) Nut(P.F)
Ra = 104 2.2604 2.2682 0.5065 0.4987 2.7669 2.7669
Ra = 105 4.3942 4.4109 1.0896 1.0728 5.4838 5.4837
Ra = 106 8.3809 8.4168 2.3549 2.3190 10.7358 10.7358
(a)
Nuc(P.C) Nuc(P.F) Nur(P.C) Nur(P.F) Nut(P.C) Nut(P.F)
Ra = 104 2.2592 2.2675 0.5057 0.4976 2.7657 2.7656
Ra = 105 4.3931 4.4098 1.0887 1.0719 5.4824 5.4823
Ra = 106 8.3788 8.4157 2.3532 2.3175 10.7341 10.7337
(b)
Tableau III.1 – Comparaison des nombres de Nusselt radiatif, convectif et total sur les parois
chaude (PC) et froide (PF) pour Ra = 104,105,106 et ε = 0.2. (a) Re´fe´rence [13] , (b) Pre´sent
travail (Ni×N j = 100×100).
Ra = 104 ; ∆xC = 0.015625, ∆xM = 0.0078125, ∆xF = 0.00390625
Points VC VM VF R θC θM θF R
1 0.1252651 0.1253633 0.1253876 4.04 0.3710844 0.3709766 0.3709495 3.98
2 0.1894584 0.1895753 0.1896042 4.04 0.4795825 0.4796052 0.4796101 4.02
3 0.1444226 0.1442755 0.1442385 3.98 0.4666908 0.4666688 0.4666635 4.16
4 0.1693827 0.1694563 0.1694744 4.07 0.2811893 0.2812020 0.2812051 4.23
Tableau III.2 – Analyse de convergence du maillage pour Rad = 104.
Les re´sultats de comparaison en terme de nombres de Nusselt convectif, radiatif et total,
sont pre´sente´s dans le tableau III.1. Les re´sultats des deux e´tudes sont en excellent accord avec
un e´cart infe´rieur a` 0.1%. Une analyse de convergence en maillage a aussi e´te´ effectue´e. Le
tableau III.2 montre les valeurs locales de la vitesse verticale et de la tempe´rature en 4 points
distincts de la grille. Le rapport R = 2p prend des valeurs e´gales a` 4, ce qui montre que le
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L=H
H
Parois adiabatiques 
FIGURE III.1 – Cavite´ diffe´rentiellement chauffe´e avec les conditions aux limites thermiques
parie´tales [13]. (b) Maillage non-uniforme.
sche´ma nume´rique utilise´ est bien d’ordre 2 en espace.
Il est important aussi dans les simulations nume´riques de connaıˆtre l’influence de la
re´solution temporelle sur les re´sultats obtenus. Nous proposons ici d’e´tudier l’influence du pas
de temps sur la solution. Nous avons fait trois calculs a` Ra = 104 avec les pas de temps suivant
∆t = 2.5×10−3,5×10−3,1×10−2. Des nombres de Nusselt et des valeurs de la tempe´rature
ont e´te´ releve´s dans le tableau III.3. On observe que les solutions en tempe´rature et en nombres
de Nusselt convectif et radiatif ne sont pas affecte´s par les valeurs du pas de temps. Les calculs
avec le plus grand pas de temps seront donc justifie´s.
Amplitudes T1 T2 T3 Nuc(P.C) Nur(P.C)
∆T = 2.5×10−3 0.3494441 0.1883869 0.3771478 2.264155 0.506473
∆T = 5×10−3 0.3494441 0.1883869 0.3771478 2.264155 0.506473
∆T = 1×10−2 0.3494441 0.1883869 0.3771478 2.264155 0.506473
Tableau III.3 – Influence du pas de temps a` Ra = 104.
3 Canal vertical chauffe´ partiellement en densite´ de flux de
chaleur
Un benchmark nume´rique a e´te´ organise´ dans le cadre du re´seau AMETH afin d’e´tudier
l’e´coulement de convection naturelle dans un canal d’air vertical chauffe´ asyme´triquement
et partiellement en densite´ de chaleur. L’objectif du benchmark e´tait de fournir des solutions
de re´fe´rence a` la communaute´ des chercheurs pour valider leurs codes et ce pour diffe´rentes
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conditions aux limites entre´e/sortie en pression. La configuration e´tudie´e est illustre´e dans
la figure III.2. Le canal est de longueur L, de largeur d, de rapport de forme A = L/d = 10
et le fluide conside´re´ est de l’air correspondant a` un nombre de Prandtl de Pr = 0.71.
Une paroi du canal est chauffe´e partiellement en densite´ de flux constante, le reste du
canal est adiabatique. Rappelons que l’e´coulement est suppose´ incompressible, laminaire et
bidimensionnel. Le mouvement d’air est gouverne´ par les e´quations de Navier-Stokes sous
l’hypothe`se de Boussinesq (Eq. (II.6)). Quatre jeux de conditions aux limites dynamiques
BG−BG0−BL− BL0 ont e´te´ teste´es et compare´es. Les groupes de recherche ainsi que les
caracte´ristiques des codes nume´riques utilise´s dans cette e´tude de comparaison sont pre´sente´s
dans le tableau III.4. Les de´tails des me´thodes nume´riques propres a` chaque code sont fournis
dans la re´fe´rence [15]. Notez e´galement que les re´sultats obtenus dans le cadre du benchmark
ont fait l’objet d’une publication commune [15].
Dans cette partie nous allons pre´senter une partie des travaux effectue´s dans le cadre du
benchmark. Nous e´tudierons pour une premie`re condition aux limite (BG0) l’influence des
re´solutions spatiale et temporelle sur la solution. Ensuite, nous comparons nos re´sultats pour
les diffe´rentes conditions aux limites (BG, BG0, BL et BL0) et discutons les sources possibles
de discordance.
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V
alid
atio
n
d
e
cod
es
benchmark GDR-AMETH
´Equipe Laboratoire Code Maillage Sche´mas stationnaire Conditions aux limites
T1 P’ FDS [84] 400×400 non BG0
T2 MSME Code interne [85][86] 253×1520 oui/non BG-BG0-BL-BL0
T3 CETHIL Code interne [87][44] 200×1200 non BG-BG0-BL-BL0
T4 PIMENT, LaSIE Code interne OpenFoam [88][89] 256×2048 non BG0
T5 I2M-TREFLE The´tis [90][91][92] 100×1000 non BG0
T6 LIMSI Code interne [44][93] 256×2048 non BG0
T7 LGCGE Fluent R© 50×300 oui BL
Tableau III.4 – Quelques caracte´ristiques des codes nume´riques et des e´quipes participantes au benchmark GDR-AMETH [15].
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FIGURE III.2 – Canal vertical partiellement chauffe´ en densite´ de flux avec les conditions aux
limites [14][15].
Convergences spatiale et temporelle
Dans un calcul nume´rique base´ sur la discre´tisation d’e´quations mathe´matiques, le maillage
utilise´ est d’une tre`s grande importance. En effet, plus le maillage est fin plus l’erreur entre la
solution exacte et la solution nume´rique est petite et les calculs deviennent donc plus pre´cis.
D’ailleurs, on rencontre souvent des proble`mes tels que la limite de me´moire et des temps de
calcul conside´rables suite a` l’utilisation d’une re´solution spatiale importante. Pour ces raisons,
on est amene´ a` rechercher un compromis entre pre´cision, limite de me´moire et temps de calcul.
Concernant notre e´tude, nous allons traiter deux aspects importants : la re´solution du maillage
et la re´partition des points.
Dans le cas d’un canal ouvert chauffe´ sur l’une ou deux de ses parois, les couches limites
(thermique et dynamique) ne´cessitent un maillage plus fin que dans d’autres zones. Pour cela,
un maillage non uniforme est utilise´ selon l’axe des abscisses X . Nous montrons dans un
premier temps dans le tableau III.5 l’effet de diffe´rents maillages uniformes sur les re´sultats
obtenus pour un nombre de Rayleigh de 5.105 et un rapport de forme de A = 10. Les re´sultats
sont donne´s pour le cas de conditions aux limites (GB0). On remarque que le nombre de
Nusselt change de 0.2% entre un maillage de 80× 800 points et celui de 200× 1200 points.
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Quant a` la vitesse moyenne, elle change de 2% et le de´bit de retour de 6.4%. Par conse´quent,
l’influence du maillage est plus significative sur le champ de vitesse que sur le champ de
tempe´rature. Les erreurs relatives entres nos re´sultats et ceux du TREFLE, du MSME pour
diffe´rents maillages sont illustre´es dans le tableau III.6.
Pour le cas de maillages non uniformes avec : C = 1.02,1.03,1.04,1.05, un nombre de
Rayleigh de 5.105, un rapport de forme de A = 10 et une re´solution de Ni×NJ = 200×1200,
les erreurs relatives en comparaison avec le cas d’un maillage uniforme sont faibles globalement
pour les diffe´rents cas (cf. Tableaux III.7 et III.8 ).
Compte tenu de l’influence observe´e sur le champ de vitesse pour diffe´rentes re´solutions,
les re´sultats qui seront pre´sente´s dans la suite sont donne´s pour le maillage uniforme le plus
fin (200 ∗ 1200). Le Maillage non-uniforme avec un coefficient d’expansion de C = 1.05 sera
utilise´ dans le cas du couplage rayonnement-convection ou` le maillage doit eˆtre plus fin au
niveau des parois afin de mieux repre´senter les couches limites.
Ra = 5×105;A = 10
80×800 160×800 80×1600 160×1600 200×1200 TREFLE MSME LIMSI
Nu 6.948 6.937 6.946 6.937 6.936 6.98 6.92 6.95
Nu 3A
8
7.298 7.292 7.305 7.294 7.286 7.27 7.29 7.30
Nu A
2
6.245 6.237 6.250 6.240 6.237 6.22 6.24 6.25
Nu 5A
8
5.698 5.693 5.703 5.696 5.693 5.68 5.69 5.70
Nu 3A
4
5.654 5.661 5.656 5.662 5.664 5.53 5.67 5.68
Nu 7A
8
9.870 9.872 9.885 9.884 9.890 9.88 9.89 9.93
NuA 11.928 11.941 11.949 11.954 11.900 12.3 11.9 12
Vms 0.1078 0.1089 0.1098 0.1101 0.1100 0.1098 0.1097 0.1152
Vme 0.1080 0.1090 0.1099 0.1101 0.1100
Ges 0.0266 0.0258 0.0247 0.0247 0.0249 0.0250 0.0247 0.0213
Vemax 0.1621 0.1636 0.1651 0.1653 0.1651 0.1646 0.1643 0.1746
Vsmax 0.4930 0.4941 0.4942 0.4949 0.4947 0.4957 0.4954 0.4951
Tableau III.5 – Comparaison des nombres de Nusselt moyen, local, de la vitesse moyenne a`
Y = A et des vitesses maximales a` Y = 0 et Y = A
Erreur relative % : Ra = 5.105;A = 10
Nu Ve Ges Vemax Vsmax
ref (TREFLE/MSME) 6.98/6.92 0.1098/0.1097 0.0250/0.0247 0.1646/0.1643 0.4957/0.4954
80×800 0.46/0.40 1.82/1.73 6.4/7.14 1.51/1.34 0.50/0.48
160×800 0.61/0.22 0.82/0.72 3.2/4.26 0.60/0.42 0.32/0.26
80×1600 0.49/0.37 0.00/0.10 1.2/0.00 0.30/0.48 0.30/0.24
160×1600 0.61/0.22 0.27/0.36 1.2/0.00 0.42/0.60 0.16/0.10
200×1200 0.63/0.20 0.18/0.27 0.3/0.80 0.30/0.48 0.20/0.14
Tableau III.6 – Erreurs relatives en fonction du nombre de points.
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Ni×N j = 200×1200;Ra = 5×105;A = 10
C = 1 C = 1.02 C = 1.03 C = 1.04 C = 1.05 TREFLE MSME LIMSI
Nu 6.936 6.933 6.932 6.932 6.931 6.98 6.92 6.95
Nu 3A
8
7.286 7.283 7.282 7.281 7.280 7.27 7.29 7.30
Nu A
2
6.237 6.235 6.235 6.234 6.234 6.22 6.24 6.25
Nu 5A
8
5.693 5.691 5.690 5.690 5.689 5.68 5.69 5.70
Nu 3A
4
5.664 5.665 5.665 5.665 5.665 5.53 5.67 5.68
Nu 7A
8
9.890 9.891 9.891 9.890 9.889 9.88 9.89 9.93
NuA 11.953 11.954 11.953 11.953 11.952 12.3 11.9 12
Vms 0.1100 0.1100 0.1100 0.1099 0.1099 0.1098 0.1097 0.1152
Vme 0.1100 0.1100 0.1100 0.1100 0.1100
Ges 0.0249 0.0249 0.0249 0.0249 0.0249 0.0250 0.0247 0.0213
Vemax 0.1651 0.1651 0.1650 0.1650 0.1649 0.1646 0.1643 0.1746
Vsmax 0.4947 0.4948 0.4948 0.4948 0.4946 0.4957 0.4954 0.4951
Tableau III.7 – Comparaison des nombres de Nusselt moyen, local, de la vitesse moyenne a`
Y = 0 et Y = A et des vitesses maximales a` Y = 0 et Y = A ceux du TREFLE, MSME et du
LIMSI.
Erreur relative % : Ni×N j = 200×1200;Ra = 5×105;A = 10
Nu Ve Ges Vemax Vsmax
ref (TREFLE/LIMSI) 6.98/6.92 0.1098/0.1097 0.0250/0.0247 0.1646/0.1643 0.4957/0.4954
C = 1 0.63/0.23 0.18/0.27 0.30/0.8 0.30/0.48 0.20/0.14
C = 1.02 0.67/0.19 0.18/0.27 0.30/0.8 0.30/0.48 0.18/0.12
C = 1.03 0.68/0.17 0.18/0.27 0.30/0.8 0.24/0.42 0.18/0.12
C = 1.04 0.68/0.17 0.09/0.18 0.30/0.8 0.24/0.42 0.18/0.12
C = 1.05 0.70/0.16 0.09/0.18 0.30/0.8 0.18/0.36 0.22/0.18
Tableau III.8 – Erreurs relatives en fonction de la re´partition des points.
L’e´tude de convergence de maillage est effectue´e pour deux configurations : Rad = 5×102
et A = 5 d’une part et d’autre part Rad = 5× 105 et A = 10. Les simulations nume´riques
ont e´te´ re´alise´es pour des temps assez longs afin d’atteindre le re´gime stationnaire et de
minimiser l’erreur re´siduelle en temps (≤ 10−8). Les tableaux III.9 et III.10 montrent les
valeurs locales de la vitesse verticale et de la tempe´rature en 7 points distincts de la grille.
Le rapport R = 2p prend des valeurs allant d’environ 3.42 a` 4.25. Nous pouvons ainsi
conclure que le sche´ma nume´rique utilise´ est bien d’ordre p = 2 en espace. Notons e´galement,
qu’augmenter la taille de la ge´ome´trie ainsi que le nombre de Rayleigh demande un maillage
plus fin et un temps de calcul conside´rable afin de calculer l’ordre de convergence correctement.
64
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Validation de codes
Rad = 5.102;A = 5 ; ∆xC = 0.016, ∆xM = 0.008, ∆xF = 0.004
Points VC VM VF R θC θM θF R
1 0.2143569 0.2141905 0.2141491 4.02 0.4466186 0.4467585 0.4467932 4.03
2 0.2445082 0.2443621 0.2443258 4.02 0.4307659 0.4309048 0.4309393 4.03
3 0.2722299 0.2721032 0.2720717 4.03 0.4151738 0.4153115 0.4153456 4.03
4 0.2976245 0.2975161 0.2974893 4.03 0.3998710 0.4000071 0.4000409 4.03
5 0.3207926 0.3207016 0.3206791 4.04 0.3848837 0.3850179 0.3850512 4.03
6 0.0653222 0.0650888 0.0650305 4.00 0.6188714 0.6188428 0.6188351 3.73
7 0.0645064 0.0642826 0.0642267 4.00 0.5997491 0.5996107 0.5995754 3.91
Tableau III.9 – Analyse de convergence du maillage en convection pure pour Ra = 5×102 et
A = 5.
Rad = 5×105;A = 10 ; ∆xC = 0.02, ∆xM = 0.01, ∆xF = 0.005
Points VC VM VF R θC θM θF R
1 0.2007821 0.2009647 0.2010182 3.42 0.1042933 0.1046865 0.1047788 4.25
2 0.2082529 0.2088550 0.2090190 3.67 0.1139725 0.1145945 0.1147475 4.06
3 0.2055492 0.2063247 0.2065378 3.64 0.1493748 0.1500719 0.1502439 4.05
4 0.3746544 0.3743779 0.3743089 4.00 0.1034971 0.1041337 0.1042911 4.04
5 0.4027841 0.4032326 0.4033500 3.82 0.1032677 0.1039046 0.1040621 4.04
6 0.4099781 0.4109021 0.4111440 3.82 0.1305528 0.1312213 0.1313860 4.05
7 0.4013530 0.4025403 0.4028540 3.78 0.1087436 0.1093736 0.1095289 4.05
Tableau III.10 – Analyse de convergence du maillage en convection pure pour Ra = 5×105 et
A = 10.
L’influence de la re´solution temporelle sur les re´sultats obtenus a e´te´ aussi e´tudie´e. Nous
avons fait trois calculs a` Rad = 105 avec les pas de temps suivant ∆t = 2.5×10−3,5×10−3,1×
10−2. Le nombre de Nusselt convectif et des valeurs de la tempe´rature et de la vitesse ont e´te´
releve´s dans le tableau III.11. On observe que les solutions en tempe´rature et en nombres de
Nusselt convectif ne sont quasiment pas sensibles aux valeurs du pas de temps. L’erreur en
nombre de Nusselt et en tempe´rature pour les diffe´rents pas de temps est e´gale a` moins de 0.1%
en vitesse. Nous pouvons ainsi conclure que notre code est consistant en temps. Par ailleurs,
dans l’absence d’une solution exacte, nous n’avons pas pu de´montrer l’ordre deux du sche´ma
temporel.
Valeurs V 1 V2 V3 V4 V5 T1 Nuc
∆T = 2.5×10−3 0.11031 0.12149 0.11100 0.37208 0.062772 0.18976 5.9187
∆T = 5×10−3 0.11036 0.12160 0.11107 0.37237 0.062437 0.18975 5.9189
∆T = 1×10−2 0.11037 0.12164 0.11109 0.37256 0.062281 0.18975 5.9189
Tableau III.11 – Influence du pas de temps a` Rad = 105.
Comparaison des re´sultats obtenus par le GDR-AMETH pour diffe´rentes
conditions aux limites dynamiques
Les re´sultats obtenus par les diffe´rents groupes de recherche en terme de quantite´s
dynamiques (Ve, Ges de´finis respectivement par qin(Y = 0) et qin(Y = A) dans le benchmark
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[15]) et thermique (Nu1, Nu2, Nu1, Nu2) sont re´unis dans les figures III.4, III.3, III.5 et III.6
pour les quatre conditions aux limites GB−GB0− LB−LB0. Les re´sultats nume´riques sont
donne´s avec une pre´cision de quatre chiffre significatifs. Les diffe´rences entre les re´sultats
fournis par chaque e´quipe sont calcule´es par rapport a` des moyennes et sont quantifie´es par
des erreurs quadratiques moyennes. Nous portons par la suite notre attention sur les re´sultats
obtenus pour les 4 ensembles de conditions aux limites.
La figure III.3 pre´sente les re´sultats en terme de quantite´ dynamiques et thermiques pour
la conditions aux limites BG0. Les re´sultats obtenus par les diffe´rents groupes de recherche en
terme des nombres de Nusselt locaux Nu1(Y ) et Nu2(Y ) sont en bonne concordance sauf pour
Nu2(Y = A) obtenus par les e´quipes T 1 et T 6. En effet, le nombre de Nusselt Nu2(Y = A)
est tre`s sensible aux petites variations de tempe´rature de´bitante. Une diffe´rence de moins de
2% en θb(Y = A) entre nos re´sultats et l’e´quipe T 6 par exemple entraıˆne une diffe´rence de
plus de 25% en Nu2(Y = A). Notez que Nu1(Y ) est inversement proportionnel a` la diffe´rence
entre la tempe´rature de paroi et la tempe´rature de´bitante (cf. Eq. II.88), la tempe´rature en sortie
e´tant quasiment la meˆme. ´Etant donne´ que la tempe´rature de´bitante de´pend du de´bit, les e´carts
en terme de Nu2(Y = A) sont dus au le´ge`res diffe´rences en terme de quantite´s dynamiques
(Ve, Ges, drc et der cf. Figures III.3-(d), III.3-(e), et III.3-(f)). Les meˆmes remarques peuvent
eˆtre formule´s pour les e´carts obtenus en terme de Nu1(Y ) en comparant nos re´sultats avec
ceux de l’e´quipe T 3 pour les conditions aux limites LB0 (cf. Fig.III.6). Les re´sultats donne´s
par les e´quipes T2 et T3 pour les conditions aux limites GB (cf. Fig.III.4 ) ainsi que ceux
fournis par T 2, T 3 et T 7 pour des conditions aux limites LB (cf. Fig.III.5 ) montrent une bonne
concordance.
Les discordances avec les re´sultats de l’e´quipe de T 1 sont dus probablement au fait
qu’ils utilisent un mode`le a` faible nombre de Mach utilise´ pour re´soudre les e´quations
de Navier-Stokes. En effet, cette approximation prend en compte la variation de la masse
volumique en fonction de la tempe´rature, ce qui n’a pas e´te´ conside´re´ dans la pre´sente e´tude
ou` l’approximation de Boussinesq a e´te´ utilise´e. Les e´carts les plus importants en terme des
quantite´s dynamiques restent ceux obtenus en comparant nos re´sultats avec ceux fournis par
l’e´quipe T 6. Ces discordances peuvent eˆtre lie´es a` la me´thode d’imple´mentation de BG0
a` l’entre´e du canal. L’e´quipe T 6 a en effet utilise´ un algorithme base´ sur le principe de
superposition d’une solution particulie`re et des modes appartenant au noyau de l’ope´rateur de
Stokes afin de ve´rifier la condition aux limites BG0 a` l’entre´e du canal a` chaque pas de temps
[93][44]. La meˆme me´thode a e´te´ imple´mente´e dans notre cas d’e´tude pour BG0 (cf. Chap. II §
4.4.1). Par conse´quent, les causes des e´carts observe´s sur les re´sultats ne sont pas clairs.
L’e´tude de sensibilite´ de l’e´coulement et du transfert thermique aux conditions aux limites
dynamiques est aborde´e en annexe A.
4 Couplage convection-rayonnement dans un canal vertical
Le code a e´te´ initialement valide´ en rayonnement pour le cas des cavite´s diffe´rentiellement
chauffe´es en tempe´rature [13]. Le but ici est de valider le code nume´rique dans le cas d’un
canal ouvert vertical chauffe´ en densite´ de flux de chaleur (voir figure II.3). Une me´thode
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FIGURE III.3 – Histogrammes des re´sultats obtenus pour BG0. Les donne´es fournies par les
diffe´rentes e´quipes (Tableau III.4) permettent de calculer les valeurs moyennes et les erreurs
quadratiques moyennes [15].
diffe´rente de celle utilise´e dans [13] a e´te´ imple´mente´e pour le calcul de la radiosite´ [94]. En
effet la me´thode utilise´e par Wang et al. [13] ne permet pas de traiter le cas des corps noirs
(ε = 1).
En convection naturelle pure, le proble`me ne de´pend que du nombre de Rayleigh et du
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FIGURE III.4 – Histogrammes des re´sultats obtenus pour BG. Les donne´es fournies par les
diffe´rentes e´quipes (Tableau III.4) permettent de calculer les valeurs moyennes et les erreurs
quadratiques moyennes [15].
rapport de forme. Dans le cas du couplage convection-rayonnement, d’autres parame`tres
tels que ε,λ,T0,b,H,qw et ∆T doivent eˆtre spe´cifie´s. Dans la pre´sente comparaison avec les
re´sultats de Li et al. [19], nous avons, qw = 300w/m2, ε = 0.1 sur les parois verticales et
ε = 1 sur les parois horizontales fictives a` l’entre´e et en sortie, λ = 0.025 W/mK, T0 = 293
K, b = 3.8 cm et la hauteur correspondante est H = 30.44 cm. Le tableau III.12 pre´sente la
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FIGURE III.5 – Histogrammes des re´sultats obtenus pour BL. Les donne´es fournies par les
diffe´rentes e´quipes (Tableau III.4) permettent de calculer les valeurs moyennes et les erreurs
quadratiques moyennes [15].
comparaison entre les deux e´tudes en terme de nombre de Nusselt et de de´bit massique. On
peut remarquer que les re´sultats nume´riques sont en tre`s bon accord. L’e´cart est infe´rieur a`
2% pour toutes les quantite´s caracte´ristiques. Les figures III.7 et III.8 montrent les profils
horizontaux respectivement de la tempe´rature et de la vitesse verticale pour diffe´rentes hauteurs
Y = A/4,3A/4,A. La comparaison qualitative montre aussi un excellent accord entre les deux
e´tudes. L’imple´mentation en configuration canal est donc valide´e.
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FIGURE III.6 – Histogrammes des re´sultats obtenus pour BL0. Les donne´es fournies par les
diffe´rentes e´quipes (Tableau III.4) permettent de calculer les valeurs moyennes et les erreurs
quadratiques moyennes [15].
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Pre´sente e´tude Re´fe´rence [19]
m˙in Nur Nuc m˙in Nur Nuc
40×400 4.046 0.791 9.567 4.510 0.790 9.388
80×800 4.509 0.792 9.486
120×1200 4.516 0.792 9.458
160×1600 4.458 0.792 9.448
(a)
Pre´sente e´tude Re´fe´rence [19]
m˙in Nur Nuc m˙in Nur Nuc
40×400 5.991 5.578 8.765 6.240 5.565 8.636
80×800 6.239 5.568 8.695
120×1200 6.248 5.563 8.676
160×1600 6.252 5.560 8.671
(b)
Tableau III.12 – Comparaison en terme des nombres de Nusselt convectif et radiatif et du de´bit
massique entre la pre´sente e´tude et celle de Li et al. [19] pour qw = 300W/m2, b = 3.80 cm et
Ra∗ = 6.69×105, avec ε = 0.1(a),1(b), λ = 0.025W/(mK) et T0 = 293K. La comparaison des
re´sultats est effectue´e selon diffe´rentes re´solutions spatiales.
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FIGURE III.7 – Comparaison des profils de la tempe´rature a` Y = A/4,3A/4,A avec Ra∗ =
6.65×105, b = 3.8cm et ε = 0.1.
5 Plaque verticale chauffe´e en densite´ de flux dans une cavite´
ferme´e
La convection naturelle dans des cavite´s ferme´es et sans obstruction a e´te´ largement
e´tudie´e ces dernie`res anne´es (voir [53][95][13][96][97][98]). Le refroidissement par convection
naturelle est tre`s demande´ car cette dernie`re ne ne´cessite pas de source d’e´nergie et ne demande
pas d’entretien. L’inte´reˆt actuel est tourne´ vers les cavite´s complexes contenant des obstructions
(horizontales et verticales) qui sont implique´es dans de nombreuses branches de l’inge´nierie en
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FIGURE III.8 – Comparaison des profils de la vitesse verticales a` Y = A/4,3A/4,A avec Ra∗=
6.65×105, b = 3.8cm et ε = 0.1.
particulier en fabrication microe´lectronique. Ainsi, un certain nombre d’e´tudes de convection
a` la fois nume´riques et expe´rimentales ont e´te´ mene´es dans ce contexte [99][16][17]. Nous
allons dans ce qui suit proce´der a` une dernie`re validation du code nume´rique dans le cas d’une
plaque chauffe´e en densite´ de flux contenue dans une cavite´. L’inte´reˆt de cette configuration
est de s’assurer de la qualite´ des re´sultats obtenus dans le cas d’un canal chauffe´ et contenu
dans une cavite´. Nous comparons nos re´sultats avec trois e´tudes diffe´rentes. Deux e´tudes ont
fait l’objet de deux articles [16] [17] et la troisie`me e´tude est effectue´e sous Fluent R© au sein du
laboratoire.
Conside´rons une cavite´ carre´e en deux dimensions de hauteur H et de longueur L (ici
H = L), comme indique´ dans la Fig. III.9. Les parois supe´rieure et infe´rieure de la cavite´ sont
adiabatiques et les parois verticales sont soumises a` une tempe´rature constante Tf infe´rieure
a` la tempe´rature de la plaque au milieu Tc. Les coordonne´es carte´siennes (x,y) avec les
composantes de vitesse correspondantes (u,v) sont indique´es sur la figure III.9. Sur cette figure
h est la longueur de la plaque chaude, h1 est la distance entre la plaque chauffe´e et la paroi
gauche, h2 est la distance entre le centre de la plaque chauffe´e et la paroi supe´rieure de la
cavite´. Les e´quations re´gissant l’e´coulement laminaire incompressible et bidimensionnel sont
les e´quations de Navier-Stokes sous l’hypothe`se de Boussinesq (II.20).
Les re´sultats de comparaison entre les diffe´rentes e´tudes sont mentionne´s dans le tableau
III.13. La re´solution spatiale utilise´e dans notre e´tude est de 120×120. Les discordances sont
globalement importantes (jusqu’a` 26 %) sauf pour le premier nombre de Rayleigh modifie´ ou`
l’erreur est de 6%. Compte tenu des anciennes validations mene´es sur le code nume´rique, les
e´carts entre nos re´sultats et ceux de Kandaswamy et al. [16] et de Nazari et al. [17] peuvent
provenir des me´thodes nume´riques utilise´es par ces derniers. Kandaswamy et al [16] re´solvent
les e´quations de Navier-Stokes via la formulation de vorticite´ et fonction de courant en utilisant
la me´thode des directions alterne´es implicites. Nazari et al. [17] utilise la me´thode de Lattice
Boltzmann et valident leurs re´sultats sur ceux obtenus par [16]. Dans les deux e´tudes, aucune
information n’est donne´e sur les erreurs de troncature et les ordres des sche´mas en temps
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et en espace. Nous n’avons pas pu donc identifier clairement les sources de discordance en
comparaison avec notre e´tude.
Des calculs ont e´te´ faits avec le code commercial Fluent R© pour tenter d’expliquer
les diffe´rences avec les e´tudes pre´ce´dentes. Les re´sultats obtenus avec une re´solution de
120×120 montrent des diffe´rences infe´rieures a` 1%. Nous pouvons ainsi dire que la me´thode
imple´mente´e pour l’e´quation de Helmholtz en pression de correction (Eq. (II.60)) est valide´e.
L’e´tude de convergence du maillage a e´te´ aussi effectue´e pour la meˆme configuration III.9
et pour un nombre de Rayleigh de Rad = 103. Le tableau III.14 montre quelques valeurs locales
de la vitesse verticale et de la tempe´rature en 4 points distincts de la grille. Le rapport R prend
des valeurs proches de 4. On retrouve bien l’ordre 2 en espace du sche´ma nume´rique.
FIGURE III.9 – Sche´ma d’une plaque verticale chauffe´e en tempe´rature contenue dans une
cavite´ carre´e [16][17].
Gr Re´solution [16] Re´solution [17] Re´sultats [16] Re´sultats [17] Fluent R© pre´sente e´tude
103 50×50 100×100 1.711 1.738 1.636 1.635
104 50×50 52×52 2.501 2.535 1.963 1.946
105 50×50 52×52 5.051 5.082 3.780 3.767
Tableau III.13 – Comparaison en terme de nombre de Nusselt convectif moyen. La re´solution
utilise´e dans la pre´sente e´tude et dans Fluent R© est de 120∗120.
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Rad = 103 ; ∆xC = 0.0156, ∆xM = 0,0078, ∆xF = 0,0039
Points VC VM VF R θC θM θF R
1 6.0842E−2 6.0944E−2 6.0969E−2 4.01 0.474504 0.474484 0.474479 4.07
2 8.3552E−3 8.4047E−3 8.4171E−3 3.98 0.323891 0.323876 0.323872 3.80
3 0.144422 0.144275 0.144238 3.97 0.474505 0.251886 0.251861 3.99
4 0.169383 0.169456 0.169474 4.06 0.466691 0.466669 0.466664 4.15
Tableau III.14 – Analyse de convergence du maillage pour Rad = 103.
6 Conclusion
Nous avons mene´ dans ce chapitre une se´rie de tests de validation du code nume´rique.
Plusieurs proble`mes classiques en convection naturelle avec et sans rayonnement de surfaces
ont e´te´ aborde´s (cavite´s ferme´es et canal ouvert). Les e´quations de Navier-Stokes sous
l’hypothe`se de Boussinesq ont e´te´ conside´re´es. Les re´sultats obtenus en terme de champs
de tempe´rature et de vitesse sont en bonne concordance avec ceux de la litte´rature. Nous
avons aussi participe´ a` l’e´tablissement de solutions de re´fe´rences. Les me´thodes nume´riques
imple´mente´es dans le cas du canal ouvert, de la cavite´ ferme´e et de la plaque chauffe´e au milieu
d’une cavite´ ont e´te´ ainsi valide´es. De plus, le code nume´rique s’est ave´re´ consistant en temps
et en espace. Par ailleurs, l’e´tude de convergence de maillage pour les diffe´rentes ge´ome´tries
a montre´ que le sche´ma spatial de discre´tisation est d’ordre 2 en espace. Dans l’absence de
solutions exactes, nous n’avons pas pu de´montre´ l’ordre 2 en temps du sche´ma de discre´tisation
temporelle.
Le code modifie´ a fait les preuves de son efficacite´ pour traiter la convection naturelle
dans des ge´ome´tries ferme´es et ouvertes. Une extension a` la troisie`me direction peut eˆtre eˆtre
envisage´e. De plus, le code est portable a` condition que les bibliothe`ques de programmes Fortran
(LAPACK et BLAS) auxquelles il fait appel soient installe´es sur la machine de travail.
74
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Chapitre IV
Comparaison des re´sultats nume´riques
avec des mesures expe´rimentales
1 Introduction
Il existe de nombreuses e´tudes base´es sur l’hypothe`se de convection naturelle pure.
Ce sont des e´tudes nume´riques [23][48][11][8][100], ou des e´tudes expe´rimentales dans
lesquelles le transfert radiatif est e´value´ et de´duit du transfert thermique global mesure´ ou
des e´tudes expe´rimentales dans lesquelles le transfert radiatif est inhibe´ et n’intervient pas
[11][31][101][66]. D’autres investigations ont questionne´ l’effet du rayonnement entre surfaces
sur la convection naturelle sauf que la plupart de ces e´tudes e´taient destine´es aux cavite´s carre´es
diffe´rentiellement chauffe´es [102][103][13]. Peu de chercheurs [40][41][42][19] ont pris en
compte le rayonnement entre surfaces dans leurs mode`les nume´riques dans le cas d’un canal
ouvert, ainsi la part radiative du transfert de chaleur n’est pas encore comple`tement e´tudie´e
[101][37][67]. Afin de neutraliser les effets du rayonnement entre surfaces et de caracte´riser
l’e´change de chaleur en convection pure, certains chercheurs ont utilise´ l’eau comme fluide
de travail pour mode´liser l’e´coulement d’air [104][31][105][106][1]. Cependant il existe
peu d’e´tudes sur le sujet en configuration semi-ouverte et aucune e´tude ne s’est inte´resse´e a`
l’influence du nombre de Prandtl.
Bien que de nombreuses e´tudes expe´rimentales et nume´riques sur la convection naturelle
entre deux plaques paralle`les aient e´te´ mene´es, la plupart des e´tudes ont e´te´ limite´es a`
des mesures de tempe´rature et a` des analyses du transfert de chaleur. Peu d’e´tudes se sont
inte´resse´es aux quantite´s dynamiques de l’e´coulement qui s’ave`rent ne´cessaires compte tenu
de la proble´matique pose´e relative a` la de´finition des conditions aux limites dynamiques. Notez
e´galement que la plupart des investigations nume´riques n’ont pas conside´re´ des proprie´te´s
thermophysiques variables avec la tempe´rature, alors qu’elles s’ave`rent influencer le de´bit
massique et le transfert de chaleur quand les diffe´rences de tempe´rature fluide/paroi sont grands
[29][30][28].
Dans ce chapitre sont pre´sente´es deux e´tudes comparatives nume´riques et expe´rimentales
relatives aux vecteurs eau (convection naturelle pure) et air (couplage convection-rayonnement
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entre surfaces). Nous commenc¸ons d’abord par de´crire les dispositifs expe´rimentaux. Ensuite,
nous allons pre´senter les configurations simule´es nume´riquement. Puis, les re´sultats nume´riques
et expe´rimentaux sont compare´s. Enfin, les effets du nombre de Prandtl, du rayonnement entre
surfaces et des proprie´te´s variables en fonction de la tempe´rature sont discute´s.
2 Pre´sentation des bancs d’essai
2.1 Canal en eau : chauffage syme´trique
1,5 m 60 cm
60 cm
0 à 14 cm
Cellule en double-vitrage
Support PVC
Système vis-écrou
Bloc étanche
Paroi en inox (ep. 1,5 mm)
Fluxmètre/Chauﬀerette 
Mousse isolante
Réglage des parois
Thermocouple
Aspiration
Refoulement
FIGURE IV.1 – Sche´ma repre´sentant le banc d’essai en eau avec l’ensemble des capteurs
thermiques [18].
Le banc d’essai sche´matise´ dans la figure IV.1 est un canal vertical de dimensions 65,5×23
cm2 immerge´ dans une cuve en eau de dimension internes 60× 150× 23.5 cm3 (x,y,z). Le
canal est forme´ par deux blocs e´tanches qui contiennent des chaufferettes e´lectriques et il est
ferme´ sur les coˆte´s par les parois en double-vitrage de la cellule en eau. Chaque bloc est fixe´ en
son centre, au moyen d’un syste`me vis-e´crou, sur une plaque support en PVC plaque´e contre un
bord de la cellule en eau. Les re´glages de la verticalite´ et du paralle´lisme du canal sont assure´s
par des tiges filete´es reliant les coins supe´rieurs de chaque bloc a` leur support (non pre´sent sur
le sche´ma). La diffe´rence d’e´cartement entre le haut et le bas est, avec ce syste`me, infe´rieure
au millime`tre. Les parois du canal sont constitue´es de plaques en acier inoxydable de 1.5 mm
d’e´paisseur qui sont colle´es au bloc-paroi pour e´viter toute aspe´rite´ sur la surface en contact
avec l’eau. Afin d’assurer au mieux une condition de flux impose´, chaque paroi est chauffe´e
au moyen de 12 chaufferettes identiques branche´es en paralle`le de dimension 5×20 cm2 selon
y et z. La conduction de la chaleur dans la paroi entre deux zones chauffe´es est limite´e par 11
rainures de 1× 1× 210 mm3 (selon x, y et z) usine´es dans la plaque en acier inoxydable sur
la face situe´e a` l’inte´rieur des blocs. Enfin, les blocs-parois sont remplis de mousse silicone
isolante pour e´viter les pertes de chaleur au dos des chaufferettes.
Les mesures de vitesse sont effectue´es dans le canal avec un syste`me de Ve´locime´trie Laser
Doppler (LDV) monte´ sur un syste`me de de´placement motorise´ permettant des mesures le long
des axes x et y dans le plan me´dian du canal. Les profils de vitesse moyenne sont obtenus
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FIGURE IV.2 – ´Evolutions de la tempe´rature dans la cellule en eau et dans la pie`ce pendant
l’expe´rience 4 (cf. Tableau IV.1) [18].
sur une dure´e de 25 a` 30 minutes pour chaque point. La tempe´rature est mesure´e par des
thermocouples de type K de 120 µm de diame`tre. Toutes les mesures dans le canal sont re´alise´es
sous un re´gime statistiquement stationnaire. Les conditions de fonctionnement sont suppose´es
eˆtre statistiquement stationnaires quand l’e´volution de la tempe´rature dans le re´servoir (le
haut, le bas, entre´e et sortie) est faible (< 0.5 ˚C), et lorsque les tempe´ratures mesure´es dans
la cuve a` l’exte´rieur du canal ne varient plus par rapport a` la tempe´rature mesure´e a` l’entre´e
de canal : T − Te = Cte. La figure IV.2 pre´sente les e´volutions de tempe´rature en haut et en
bas de la cuve, a` l’entre´e et en sortie du canal et dans la salle (les positions des thermocouples
sont pre´sente´es sur la figure IV.1) au cours de l’expe´rience 4 (cf. Tableau IV.1). Selon les
configurations expe´rimentales e´tudie´es, le re´gime statistiquement stationnaire est ge´ne´ralement
atteint apre`s 24-48 heures.
La tempe´rature de l’eau dans le re´servoir est suppose´e eˆtre homoge`ne lorsque la diffe´rence
de tempe´rature entre le haut du re´servoir et l’entre´e du canal est presque nulle (< 0.1 ˚C). La
deuxie`me condition aux limites controˆle´e est la densite´ de flux uniforme sur les parois du canal.
Le flux de chaleur parie´tal moyen sur chaque chaufferette est trace´ sur la figure IV.3 en fonction
de la hauteur adimensionne´e du canal au cours de l’expe´rience 5 (cf. Tableau IV.1). Cette figure
montre qu’une condition de flux uniforme est atteinte avec des variations moyennes infe´rieures
a` 1%. En outre, la diffe´rence entre le flux de chaleur moyen sur les parois droite et gauche est
infe´rieure a` 0,01%. D’autre part les fluctuations maximales mesure´es de la densite´ de flux sont
infe´rieures a` 2% (non repre´sente´es sur cette figure). Ainsi une condition de flux uniforme peut
eˆtre assume´e sur les parois du canal. Plus de de´tails se trouvent dans les re´fe´rences suivantes
[18][1].
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FIGURE IV.3 – Moyenne temporelle du flux de chaleur sur les parois (carre´ : droite, cercle :
gauche) en fonction de la hauteur adimensionne´e pendant l’expe´rience 5 (cf. Tableau IV.1). Le
flux de chaleur est mesure´ par un fluxme`tre. Le flux de chaleur moyenne´e le long de hauteur
(ligne en pointille´es) est de 2302 W sur la paroi gauche et de 2304 W sur la paroi droite [18].
Expe´riences qw W/m2 Tempe´ratures ˚C Rad
Entre´e Sortie
1 190 22.58 22.62 2.41×107
2 382 23.45 23.48 5.18×107
3 764 27.31 27.36 1.29×108
4 1147 32.56 32.60 2.43×108
5 2305 36.54 36.58 6.18×108
Tableau IV.1 – Les cinq configurations expe´rimentales e´tudie´es [18]. La densite´ de flux
de chaleur parie´tale est moyenne´e dans le temps et le long des deux parois du canal. Les
tempe´ratures a` l’entre´e et en sortie sont des valeurs moyenne´es dans le temps.
3 Configurations des e´tudes nume´riques
Les deux configurations ge´ome´triques qui font l’objet d’investigations sont pre´sente´es dans
la figure IV.4. La figure IV.4-(a) correspond a` l’e´tude du couplage convection-rayonnement
entre surfaces dans l’air. La figure IV.4-(b) concerne l’e´tude comparative en convection pure
dans l’eau. Les rapports de formes des deux canaux sont respectivement A = 14.4 et A = 15.
Le chauffage parie´tal produit un gradient de tempe´rature entre la paroi et le fluide conduisant
ainsi a` un e´coulement de convection naturelle. Tout au long de cette e´tude, les hypothe`ses
suivantes sont faites : proprie´te´s des fluides, a` l’exception de la densite´, sont inde´pendantes de la
tempe´rature, les variations de densite´ ne sont prises en compte que dans la force de flottabilite´,
et l’e´coulement est bidimensionnel, incompressible avec une dissipation visqueuse suppose´e
ne´gligeable. Les transferts thermiques ainsi que l’e´coulement fluide sont gouverne´s par les
e´quations de Navier-Stokes sous les hypothe`ses de Boussinesq (Eq. II.20). Les conditions aux
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limites en convection pure sont reporte´es sur la figure IV.4.
FIGURE IV.4 – Sche´mas simplifie´s des dispositifs expe´rimentaux. (a) canal en air ; (b) canal
en eau.
Dans le cas du couplage convection-rayonnement entre surfaces dans l’air, seules les
conditions aux limites thermiques parie´tales sont diffe´rentes. L’air est suppose´ transparent, les
parois verticales sont conside´re´es grises, diffuses et opaques avec ε = 0.09. L’entre´e et la sortie
du canal sont assimile´es au niveau radiatif comme des parois fictives noires avec ε = 1. Sous
forme adimensionne´e, les conditions aux limites thermiques aux parois s’e´crivent :{
(∂θ)/(∂X)−q∗r =−1 pour X = 0, 0≤Y ≤ A
(∂θ)/(∂X)+q∗r = 0 pour X = 1, 0≤ Y ≤ A
(IV.1)
4 Re´sultats et comparaisons
4.1 Configuration en eau : chauffage syme´trique
La configuration sous investigation est un canal d’eau vertical et l’e´coulement de convection
naturelle correspondant est e´tudie´ expe´rimentalement et nume´riquement. Les conditions aux
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limites sur les parois chauffe´es sont des conditions de flux de chaleur uniformes et la
tempe´rature a` l’exte´rieur du canal a e´te´ re´gule´e pour rester dans l’intervalle de validite´ de
l’approximation de Boussinesq. La tempe´rature et la vitesse ont e´te´ mesure´es pour cinq
flux de chaleur (cf. Tableau IV.1). Comme des fluctuations importantes sont observe´es
expe´rimentalement sur le champ de vitesse, les mesures sont moyenne´es pour une dure´e
de 25-30 minutes pour chaque point. Les incertitudes sur la vitesse et la tempe´rature sont
respectivement, ± 2mm.s−1 et ± 0.05 ˚C. Des simulations nume´riques sont e´galement
effectue´es pour les cinq configurations expe´rimentales sur une machine Intel Xeon E5520 avec
un processeur de 2.27 GHz et 4 GB de me´moire.
n◦ Exp. Rad Re´solutions Nuexp Nunum
ve/exp
[m2/s]
vs/exp
[m2/s]
Qnum
1 2.41×107
100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000
11.5
10.69
10.66
10.65
10.65
0.004038 0.004978
0.005957
0.005937
0.005929
0.005922
2 5.18×107
100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000
13.5
12.46
12.43
12.41
12.41
0.006405 0.006436
0.007282
0.007251
0.007238
0.007229
3 1.29×108
100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000
18.2
14.93
14.84
14.80
14.84
0.006514 0.008641
0.008904
0.008902
0.008669
0.008436
4 2.43×108
100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000
25.2
16.91
16.82
16.78
16.76
0.010709 0.012306
0.010224
0.010028
0.009958
0.009888
5 6.18×108
100 × 800
150× 1200
200× 1600
250×2000
31.3
20.36
20.19
20.17
20.15
0.014431 0.018616
0.012849
0.012507
0.012392
0.012378
Tableau IV.2 – Comparaison en terme de nombre de Nusselt et du de´bit entre les investigations
expe´rimentales et nume´riques pour diffe´rents nombres de Rayleigh et pour diffe´rentes
re´solutions spatiales.
Rad = 2.41×107;5.18×107;1.29×108;2.43×108;6.18×108
∆t = 0.01 ∆t = 0.001
100×800 8.12 h 38.8 h
150×1200 63.8 h
200×1600 118.8 h
250×2000 213.6 h
Tableau IV.3 – Les temps CPU en fonction des re´solutions spatiales.
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Rad Nuexp ve vs
2.41×107 7% 32% 15%
5.18×107 9% 11.5% 11%
1.29×108 19% 24% 0.3%
2.43×108 33% 7% 19%
6.18×108 55% 14% 33.5%
Tableau IV.4 – Diffe´rences relatives entre les re´sultats expe´rimentaux et nume´riques en terme
de nombre de Nusselt et du de´bit.
Les temps CPU ne´cessaires pour atteindre des solutions asymptotiquement stationnaires
varient de 8.12 h a` 213.6 h (cf. Tableau IV.3), respectivement, pour des re´solutions spatiales
entre 100× 800 et 250× 2000 (cf. Tableau IV.2). Les simulations nume´riques conduisent
a` des e´coulements laminaires stationnaires alors que les donne´es expe´rimentales montrent
des e´coulements instationnaires et turbulents a` partir d’un nombre de Rayleigh de 107.
Plusieurs raisons possibles peuvent expliquer la discordance entre les re´gimes d’e´coulements
expe´rimentaux et nume´riques. Comme le canal se trouve dans un environnement confine´ (la
cuve d’eau), l’eau chauffe´e au niveau de la paroi monte dans le canal, se refroidie au sommet du
re´servoir et redescend vers l’entre´e en passant derrie`re les parois e´tanches. Les fluctuations de
la vitesse peuvent ne pas eˆtre amorties suffisamment avant de re´-entrer dans le canal et peuvent
eˆtre amplifie´es. Daverat et al. [1] ont mesure´ des fluctuations a` l’entre´e a` partir des donne´es
en vitesse et on calcule´ des intensite´s turbulentes allant jusqu’a` 30%. Si aucune mesure n’est
prise pour re´duire au minimum les perturbations e´ventuelles qui pourraient eˆtre introduites a`
l’entre´e du canal, un niveau d’intensite´ turbulente e´leve´ peut eˆtre pre´sent [107][108][39] et peut
conside´rablement modifier le de´bit et les e´changes convectifs dans le canal [109]. Dans les
simulations, les conditions aux limites n’introduisent pas de perturbations en vitesse. De plus,
l’e´coulement bidimensionnel conside´re´ dans les simulations reste une hypothe`se questionnable.
En effet, des structures tridimensionnelles et tourbillonnaires peuvent apparaıˆtre au niveau
des parois chauffe´es [39][110] et perturber les couches limites. L’absence de perturbations
a` l’entre´e du canal et l’hypothe`se 2D peuvent influencer la structure de l’e´coulement et
notamment le contraindre a` devenir instationnaire.
En de´pit de la diffe´rence importante observe´e sur le comportement dans le temps, les de´bits
et les nombres de Nusselt sont compare´s entre les re´sultats expe´rimentaux et nume´riques (voir
les tableaux IV.2 et IV.4). Le de´bit expe´rimental est calcule´ a` l’entre´e et a` la sortie en inte´grant
la vitesse mesure´e en supposant un profil 2D. Cependant Daverat et al. [1] ont observe´ que
l’e´coulement n’est pas bidimensionnel : la vitesse chute a` proximite´ des parois avant et arrie`re
de la cuve d’eau (selon la direction z ; cf. Fig. IV.1). Par conse´quent, les couches limites le long
de ces parois s’e´paississent de l’entre´e vers la sortie et le profil de vitesse pre´sente un maximum
a` mi-profondeur dans le plan x-y. Le de´bit calcule´ via l’inte´grale du profil de vitesse 2D sur la
largeur est donc surestime´ : c’est pourquoi vs/exp est plus grand que ve/exp ( cf. Tableau IV.2).
Les re´sultats nume´riques sont en accord avec ve/exp pour les expe´riences 2, 3 et 4, mais ils sont
tre`s grands pour les autres expe´riences. En termes de nombre de Nusselt, un accord est observe´
pour les deux premie`res Rad = 2.41× 107,5.18× 107 et la diffe´rence est importante pour les
trois autres Rad = 1.29×108,2.43×108,6.18×108.
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FIGURE IV.5 – Distribution de la vitesse a` l’entre´e du canal (eau) : Comparaison entre les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux.
Les figures IV.5 et IV.6 montrent les profils de vitesse expe´rimentaux a` l’entre´e et en
sortie du canal pour les 5 expe´riences compare´es a` des profils nume´riques. Les couches
limites dynamiques se de´veloppent depuis l’entre´e jusqu’a` la sortie du canal : compte tenu
du chauffage impose´, le fluide est acce´le´re´ le long des parois, laissant apparaıˆtre deux pics
de vitesse au niveau des parois du canal et le mouvement est ralenti au centre du canal. La
vitesse au centre du canal n’est pas nulle, mais atteint un plateau comme le montre la figure
IV.6. Comme attendu, le de´bit augmente avec le flux de chaleur impose´ aux parois. Plus le
flux de chaleur parie´tal est important, plus les maximas de vitesse sont grands. La figure IV.5
montre que les profils nume´riques surestiment les valeurs expe´rimentales pour les expe´riences
1-2-3 a` l’entre´e. Les diffe´rences relatives entres les de´bits nume´riques et expe´rimentaux sont
re´unies dans le Tableau IV.4. Bien que les de´bits a` l’entre´e soient en bon accord entre les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux pour les expe´riences 4 et 5 a` l’entre´e, les profils sont tre`s
diffe´rents. En sortie (cf. Fig. IV.6), les e´carts ne sont significatifs qu’au centre du canal pour les
expe´riences 1-2 et a` proximite´ des parois chauffe´es pour l’expe´rience 3. Pour les expe´riences 4
et 5, les e´carts sont importants sur toute la largeur du canal.
Les sources possibles de discordance entre les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux
sont les suivantes. Comme les e´coulements sont instationnaires dans les expe´riences, les
discordances peuvent provenir du fait que le code ne peut pas pre´dire ce re´gime d’e´coulement
de´pendant du temps. Dans la boucle ferme´e, l’e´coulement de retour derrie`re les boıˆtes e´tanches
pourrait cre´er des pertes de charge qui peuvent ralentir le fluide et par conse´quent, re´duire le
de´bit du canal. Comme explique´ pre´ce´demment, les fluctuations peuvent re´-entrer dans le canal
et peuvent eˆtre amplifie´es plus en aval, des fluctuations importantes de vitesse qui dissipent
l’e´nergie sont mesure´es a` l’entre´e du canal, elles pourraient entraıˆner le de´veloppement
de couches limites a` proximite´ de la sortie. Ceci est sugge´re´ par les profils de vitesse des
expe´riences 4 et 5 (cf. Fig. IV.6). Il peut e´galement y avoir un changement de re´gime
d’e´coulement pour ces nombres de Rayleigh. Ce changement peut e´galement eˆtre explique´ a`
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FIGURE IV.6 – Distribution de la vitesse en sortie du canal (eau) : Comparaison entre les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux.
partir des distributions de tempe´rature de paroi trace´es dans la figure IV.7 en fonction de la
hauteur du canal : dans les expe´riences 4 et 5, la tempe´rature de la paroi diminue dans la partie
aval. En effet, en interpre´tant les fluctuations de tempe´rature, de vitesses verticale et horizontale,
Daverat et al. [1] ont effectue´ une mode´lisation zonale de l’e´coulement et de la transition
dans le canal (cf. Fig. IV.8) pour des nombres de Rayleigh e´gales a` Rad ≈ 109,4.2× 109. Ils
pre´cisent que dans la zone 1, il y’a e´vacuation du flux de chaleur parie´tal ce qui chauffe le fluide
en contact avec la paroi, cre´ant ainsi un mouvement ascendant du fluide. La zone 1 est donc
une zone motrice de l’e´coulement. La zone 2 est celle qui fournit la zone 1 en fluide isotherme
graˆce au principe de conservation de masse. Du fait que le fluide monte pre`s de la paroi, il
y’a donc alimentation du fluide de la zone 2 vers la zone 1, ce qui entraine le ralentissement
de la zone 2. Quant a` la zone 3 qui se trouve apre`s la transition, c’est une zone de me´lange
ou la turbulence tend a` homoge´ne´iser l’e´coulement [1]. Cette e´tude a montre´ le bien fonde´
d’un possible changement de re´gime de l’e´coulement en aval du canal. Toutefois, l’e´tude de
la transition de l’e´coulement dans les travaux de Daverat et al. [1] n’a pas e´te´ mene´e pour les
nombres de Rayleigh e´tudie´s ici. Certaines e´tudes nume´riques ont relie´ la de´croissance de la
tempe´rature en aval du canal a` un possible changement de re´gime [38][111] [112][3][109].
Fedorov et Viskanta [111] et Lau et al. [109] soulignent en plus que, le point d’inflexion du
profil de tempe´rature de´pend fortement de l’intensite´ turbulente injecte´e a` l’entre´e du canal.
En augmentant les perturbations a` l’entre´e du canal, les e´changes convectifs sont intensifie´s
entre la paroi et le fluide et la transition vers le re´gime turbulent prend place de plus en plus
bas de la sortie du canal. Comme nous l’avons pre´cisez pre´ce´demment, notre code nume´rique
est incapable de transcrire la transition de l’e´coulement vers la turbulence et encore moins les
perturbations a` l’entre´e du canal en raison de l’hypothe`se bidimensionnelle de l’e´coulement
et des conditions aux limites dynamiques utilise´es dans cette e´tude. Notez par ailleurs que le
code fournit une pre´diction satisfaisante de la tempe´rature de la paroi pour les deux plus petits
nombres de Rayleigh Rad = 2.43×108,6.18×108.
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FIGURE IV.7 – Diffe´rences de tempe´rature entre la paroi droite et l’entre´e en fonction de la
hauteur adimensionne´e du canal chauffe´ (eau) : Comparaison entre les re´sultats nume´riques et
expe´rimentaux.
4.2 Configuration en air : chauffage asyme´trique
La configuration qui fait objet d’e´tudes conjointes expe´rimentale et nume´rique est un
canal d’air vertical (cf. § ??). L’une des deux parois verticales est chauffe´e par un flux de
chaleur uniforme. L’e´coulement de convection ainsi cre´e´ est couple´ intrinse`quement avec
le rayonnement entre surfaces. Les tempe´ratures parie´tales et la vitesse ont e´te´ mesure´es
pour deux flux de chaleur (voir le tableau ??). Les incertitudes sur les mesures de vitesse
et de tempe´rature sont respectivement de ±0.1 m/s et ±0.12 ˚C. Les simulations obtenues
sont asymptotiquement stationnaires en convection avec ou sans rayonnement entre surfaces.
Le de´bit expe´rimental est calcule´ a` la mi-hauteur du canal en inte´grant la vitesse mesure´e
en supposant un profil 2D (cf. Fig. IV.9 et Fig. IV.10). En de´pit de la diffe´rence observe´e
sur le comportement dans le temps entre les expe´riences et les simulations nume´riques, les
re´sultats sont compare´s en terme de de´bit et de nombre de Nusselt (voir le tableau IV.5). En
convection naturelle pure, les de´bits massiques calcule´s nume´riquement sont diffe´rents de
ceux expe´rimentaux de 70% et 60% alors qu’ils sont diffe´rents de 20% et 15% dans le cas du
couplage convection-rayonnement respectivement pour Rad = 5.8× 106 et Rad = 1.73× 107.
En terme de nombre de Nusselt, les e´carts sont de 17% et 24% respectivement pour la premie`re
expe´rience et la seconde sans la prise en compte du rayonnement entre surfaces, contre 7%
et 8% si l’on conside`re le couplage convection-rayonnement. Les e´carts entre les re´sultats
nume´riques et expe´rimentaux en terme de de´bit massique et de nombre Nusselt diminuent avec
la prise en compte du rayonnement entre surfaces. Cela est aussi sugge´re´ par les profils de
vitesses a` mi-hauteur et la distribution des tempe´ratures parie´tales dans les figures IV.9, IV.10
et IV.11.
Plusieurs sources possibles peuvent expliquer les e´carts entre les re´sultats expe´rimentaux
et nume´riques. Savicente et al. [39] ont analyse´ les fluctuations en vitesse verticale et
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FIGURE IV.8 – mode´lisation zonale de l’e´coulement et de la transition dans le canal. Figure
extraite de la re´fe´rence [1].
Rad m˙exp
[g/ms]
m˙num(S.R)
[g/ms]
m˙num(A.R)
[g/ms]
Nuexp Nunum(S.R) Nunum(A.R)
5.8×106 15.12 4.68 12.221 11.400 9.398 10.630
1.73×107 22.8 8.88 19.32 13.746 10.412 12.549
Tableau IV.5 – Comparaison entre les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux en terme de
nombre de Nusselt convectif et de de´bit massique. La re´solution du maillage utilise´e ici est
de 150×1500.
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FIGURE IV.9 – Profils nume´riques et expe´rimentauxd¸e la vitesse verticale a` Y = A/2 en
convection naturelle (air) avec et sans rayonnement entre surfaces pour Rad = 5.8×106.
en tempe´rature a` la mi-hauteur du canal. Ils trouvent que l’intensite´ turbulente est plus
importante pour Rad = 2.41×107,5.18×107 que pour des Rayleigh plus grands pour lesquels
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FIGURE IV.10 – Profils nume´riques et expe´rimentaux de la vitesse verticale a` Y = A/2 en
convection naturelle (air) avec et sans rayonnement entre surfaces pour Rad = 1.73×107.
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FIGURE IV.11 – Diffe´rences de tempe´rature nume´riques et expe´rimentales entre la paroi droite
et l’entre´e en fonction de la hauteur adimensionne´e du canal (air).
l’e´coulement est sense´ eˆtre laminaire [39]. Ils relient cela aux e´ventuelles perturbations du
milieu exte´rieur produites a` l’entre´e du canal et qui ne seraient pas eˆtre amorties compte
tenu des faibles vitesses de l’e´coulement et de la petite taille du canal. Notez que Lau et
al. [109], utilisant un code base´ sur la me´thode LES et ayant ne´glige´ le rayonnement de
surfaces, avait introduit des perturbations arbitraires a` l’entre´e du canal afin d’obtenir un
accord satisfaisant avec des re´sultats expe´rimentaux obtenus par Savicente et al. [39]. Il a e´te´
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montre´ dans leur e´tude nume´rique que non seulement les fluctuations changent avec l’intensite´
turbulente initiale impose´e, mais e´galement la distribution de tempe´rature et l’emplacement
du point d’inflexion du profil de tempe´rature. Un meilleur accord a e´te´ obtenu lorsque les
perturbations stochastiques ont e´te´ fixe´e a` 1%. Les perturbations exte´rieures peuvent aussi
entraıˆner des pertes de charge a` l’entre´e et en sortie du canal impliquant la re´duction du de´bit
dans le canal. Les e´carts pourraient donc provenir du fait que le code ne peut pas prendre
en compte les perturbations a` l’entre´e du canal compte tenue des conditions aux limites
dynamiques utilise´es. Pour la deuxie`me expe´rience, il peut y avoir en plus un changement de
re´gime d’e´coulement. Ce changement peut eˆtre vu a` partir de la distribution de tempe´rature
parie´tale trace´e dans la figure IV.11 en fonction de la hauteur adimensionne´e du canal : la
tempe´rature parie´tale dans la deuxie`me expe´rience diminue dans la partie avale (a` partir du
point d’inflexion) et le maximum de la tempe´rature est obtenu a` A = 0.65 environ, alors que
le maximum de tempe´rature est atteint en haut du canal A = 1 dans l’e´tude nume´rique. Ce
point d’inflexion du profil de tempe´rature a ge´ne´ralement e´te´ conside´re´e comme correspondre
au point de transition dans la couche limite de convection naturelle [112][38]. Certains
auteurs [113][114] ont e´tudie´ la transition de l’e´coulement de convection naturelle le long
d’une plaque verticale et pre´cisent que la transition thermique arrive apre`s la transition de
l’e´coulement. En effet, la baisse de tempe´rature en aval vient apre`s le passage de bouffe´es
turbulentes et l’e´paississement de la couche limite, qui caracte´risent la transition dynamique.
Les meˆmes remarques ont e´te´ cite´s dans les travaux de Savicente et al. [39] pour le cas d’un
canal ouvert chauffe´ asyme´triquement en densite´ de flux. Notez e´galement que les transitions
(thermique et dynamique) mises en e´vidence dans les pre´ce´dents travaux peuvent contraindre
l’e´coulement a` devenir tridimensionnel, ce qui peut aussi expliquer les e´carts observe´s entre les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux compte tenue de l’hypothe`se 2D conside´re´e dans l’e´tude
nume´rique. Toutefois, il n’est pas e´vident d’identifier et d’e´tudier l’influence des structures
tridimensionnelles a` cause du manque des donne´es expe´rimentales notamment les fluctuations
en vitesse et en tempe´rature dans la troisie`me direction~z.
5 Effets du rayonnement entre surfaces
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente que les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux
sont en meilleur accord quand le rayonnement entre surfaces est pris en compte dans les
simulations. Nous allons dans cette partie discuter les effets du couplage rayonnement-
convection sur le transfert thermique et l’e´coulement.
Les figures IV.9 et IV.10 pre´sentent les profils de vitesse a` mi-hauteur obtenus avec et
sans rayonnement entre surfaces. Lorsque le rayonnement entre surfaces est pris en compte, le
pic de vitesse a` proximite´ de la paroi chauffe´e diminue et la vitesse au centre augmente. De
plus, l’e´coulement de retour mis en e´vidence en convection pure dans la premie`re simulation
disparaıˆt dans le cas du couplage avec le rayonnement et n’existe pas dans l’expe´rience
correspondante. Notez e´galement que dans les expe´riences mene´es par Savicente et al. [39], les
auteurs observent une augmentation de la tempe´rature de la paroi non chauffe´e. Ceci peut eˆtre
explique´ par l’effet du rayonnement entre surfaces. En convection pure, l’air chauffe´ s’e´le`ve
par convection naturelle et cre´e une couche limite dynamique le long de la paroi chauffe´e.
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Pour alimenter cette couche limite, l’air pe´ne`tre par le haut lorsque l’alimentation par le bas
n’est pas suffisante (par conservation du de´bit). En pre´sence du rayonnement, la redistribution
du flux de chaleur par rayonnement fait diminuer l’e´coulement le long de la paroi gauche
et cre´e un e´coulement secondaire le long de la paroi adiabatique. Ce nouvel e´coulement
e´limine un possible e´coulement de retour en sortie pre`s de la paroi non chauffe´e et les de´bits
massiques augmentent de fac¸on significative (2,5 et 2 fois plus e´leve´s respectivement pour
les deux simulations nume´riques). Notez que cet e´coulement de retour est observe´ dans les
expe´rimentations. Il pre´sente un caracte`re instationnaire voire intermittent et n’est pas visible
sur les profils de vitesse moyenne. Quant a` la tempe´rature de la paroi chauffe´e, elle est re´duite
en pre´sence du rayonnement (cf. Fig. IV.11).
Dans la continuite´ des e´tudes effectue´es dans le cadre de cette the`se (benchmark [15] ;
comparaisons nume´rique/expe´rimentale) et dans le but de mieux caracte´riser les effets du
rayonnement entre surfaces en convection naturelle, des e´tudes parame´triques sont effectue´es
en annexe B. Nous donnons ici les principaux re´sultats sur les effets du rayonnement entre
surfaces sur l’e´coulement de convection naturelle :
– augmentation du de´bit massique dans le canal
– ame´lioration des e´changes thermiques au sein du canal : re´duction de la tempe´rature de
la paroi chauffe´e et augmentation de la tempe´rature des parois adiabatiques
– influence du milieu exte´rieur (rayonne a` la tempe´rature ambiante) sur la tempe´rature des
parois en sortie du canal
– e´limination des e´coulements de retour.
6 Effets du nombre de Prandtl
Dans le but de de´coupler les modes d’e´changes thermiques dans un canal d’air ouvert
et chauffe´, de nombreux chercheurs [104][31][34][106][1] ont utilise´ l’eau comme fluide
de travail pour s’affranchir des effets du rayonnement de surface et d’e´tudier la convection
naturelle pure. Notre but ici est de ve´rifier si l’usage conventionnel de l’eau pour mode´liser la
convection d’air dans un canal vertical donne des re´sultats raisonnables en terme des champs
de tempe´rature, de vitesse et des quantite´s physiques globales (Nu, de´bit) par rapport a` un canal
d’air.
Nous comparons ici l’e´coulement de convection naturelle entre l’eau et l’air. Les figures
IV.12 et IV.13 pre´sentent les profils de vitesse et de tempe´rature a` diffe´rentes hauteurs pour
les deux configurations d’e´coulements e´tudie´es pre´ce´demment : chauffages asyme´trique et
syme´trique en densite´ de flux. Nous remarquons une diffe´rence significative dans l’e´paisseur
de la couche limite dynamique pour les deux nombres de Prandtl (correspondant a` l’eau et
l’air). Cette e´paisseur est plus importante dans l’eau. Cela est sugge´re´ par les maximas de
vitesse (croix et triangle) dans les figures IV.12 et IV.13. Cependant, la diffe´rence entre les
e´paisseurs de couches limites dynamiques ne change pas a` partir d’une certaine hauteur du
canal (a` Y = 0.375). Notons aussi que les vitesses adimensionnelles sont plus importantes dans
l’eau. Contrairement a` la couche limite dynamique, l’e´paisseur de la couche limite thermique
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FIGURE IV.12 – Profils de vitesse (a` gauche) et de tempe´rature (a` droite) a` diffe´rentes hauteurs
du canal pour le cas d’un chauffage syme´trique en densite´ de flux. Trait continu : Pr=0.71 ; Trait
pointille´ : Pr=6.52.
est presque identique pour les deux fluides. Les tempe´ratures parie´tales sont plus importantes
dans l’eau et les diffe´rences pour les deux fluides augmentent avec la hauteur du canal. Ces
diffe´rences dans les e´paisseurs de couche limite sont dues aux effets du nombre de Prandtl
qui correspond a` l’importance relative de la diffusion visqueuse et de la diffusion thermique.
Il correspond aussi au rapport entre les temps caracte´ristiques de diffusion thermique et de
diffusion visqueuse. Plus le nombre de Prandtl augmente, plus le temps thermique devient plus
important que le temps visqueux. Le champ de tempe´rature diffuse de fac¸on moins importante
dans le fluide que pour des nombres de Prandtl plus petits. Par conse´quent, la zone d’action de
la convection naturelle est de plus en plus confine´e pre`s de la paroi et le jet ascendant est de
plus en plus faible, ce que montre bien les figures IV.12-a et IV.13-b. Nous rejoignons ainsi les
meˆmes remarques formule´es par [115][116] dans leurs e´tudes de convection naturelle le long
d’une plaque plane.
Nous constatons que l’augmentation du nombre de Prandtl Pr a pour effet l’augmentation
de la vitesse moyenne de l’e´coulement et une diminution de la tempe´rature dans la couche
limite thermique et par conse´quent une augmentation du nombre de Nusselt. Ces remarques
sont valables pour les deux configurations de chauffage : asyme´trique et syme´trique. Dans
le but de mieux caracte´riser les effets du nombre de Prandtl sur l’e´coulement de convection
naturelle, des e´tudes parame´triques (qualitatives et quantitatives) en fonction de Rad et du
rapport de forme A sont pre´sente´es en annexe C. Nous donnons tout de meˆme les principaux
re´sultats obtenus dans cette e´tude :
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FIGURE IV.13 – Profils de vitesse (a` gauche) et de tempe´rature (a` droite) a` diffe´rentes hauteurs
du canal pour le cas d’un chauffage asyme´trique en densite´ de flux. Trait continu : Pr=0.71 ;
Trait pointille´ : Pr=6.52.
– La tempe´rature et l’e´paisseur de la couche limite thermique sont supe´rieures dans l’air.
– La vitesse, le de´bit et l’e´paisseur de la couche limite dynamique sont supe´rieures dans
l’eau.
– La profondeur de pe´ne´tration de l’e´coulement de retour est plus importante dans l’air.
– Les nombres de Nusselt sont plus importants dans l’eau.
– Les diffe´rences entre l’eau et l’air en terme du nombre de Nusselt augmentent avec le
nombre de Rayleigh.
Cette e´tude a de´montre´ que l’utilisation conventionnelle de l’eau pour mode´liser la
convection de l’air dans un canal vertical donne des re´sultats en terme transfert de chaleur
convectif raisonnables pour des nombres de Rayleigh pas tre`s grands (Rab < 107 ; cf. Annexe
C). Toutefois, les de´bits, les vitesses et les configurations d’e´coulement sont tre`s diffe´rentes
entre les deux fluides.
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FIGURE IV.14 – Distribution de la vitesse verticale a` l’entre´e du canal avec et sans prise en
compte des proprie´te´s variables en fonction de la tempe´rature : Cas du chauffage syme´trique
en eau
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FIGURE IV.15 – Distribution de la vitesse verticale en sortie du canal avec et sans prise en
compte des proprie´te´s variables en fonction de la tempe´rature : Cas du chauffage syme´trique
en eau
7 Effets des proprie´te´s variables en fonction de la
tempe´rature
L’influence des proprie´te´s thermophysiques variables en convection naturelle dans un canal
d’air vertical a e´te´ e´tudie´e expe´rimentalement et nume´riquement par de nombreux auteurs
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FIGURE IV.16 – Tempe´rature re´duite parie´tale en fonction de la hauteur adimensionne´e du
canal avec et sans prise en compte des proprie´te´s variables en fonction de la tempe´rature :
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux : Cas du chauffage syme´trique en eau
[117][28][29][30][19]. Li et al. [19] ont montre´ que pour un chauffage asyme´trique en densite´
de flux de chaleur dans l’air, tenir compte de la variation des proprie´te´s variables n’est pas
ne´cessaire pour des e´carts de tempe´rature (∆T = T − T0) infe´rieurs a` environ 200K. Nous
avons donc choisi ici de discuter les effets de la variation des proprie´te´s thermophysiques sur
l’e´coulement de convection pure dans un canal chauffe´ syme´triquement en densite´ de flux.
La configuration conside´re´e ici concerne le canal en eau (cf figure IV.4-b). La densite´ de flux
parie´tale est e´value´e entre qw = 190 W/m2 et qw = 2035 W/m2 et la largeur du canal est fixe´e a`
d = 45 mm. Les diffe´rences maximales de tempe´rature correspondantes sont comprises entre
T = 1.3 ≤ ∆Tmax ≤ 6.2 K i.e. ∆Tmax/T0 allant entre 4× 10−3 et 2× 10−2 (la limite de la
validite´ de l’approximation de Boussinesq pour l’eau est d’environ 0.01 pour une tempe´rature
de re´fe´rence d’environ 36 ◦C ; cf. Annexe ??). Les figures IV.14, IV.15 et IV.16 pre´sentent
les profils de vitesse a` l’entre´e et en sortie du canal ainsi que la distribution des tempe´ratures
parie´tales le long du canal pour les 5 expe´riences e´tudie´es. Nous constatons que la variation des
proprie´te´s thermophysiques en fonction de la tempe´rature n’a pas d’influence sur les profils de
vitesse et de tempe´rature pour les trois premie`res densite´s de flux (voir tableau IV.6). On observe
une le´ge`re augmentation des pics de vitesse pre`s des parois chauffe´es pour les deux dernie`res
configurations. Les diffe´rences en de´bit ne de´passe pas 5%. Les tempe´ratures parie´tales sont par
conse´quent le´ge`rement moins importantes que dans le cas des proprie´te´s constantes et les e´carts
ne de´passent pas 4% en terme de Nusselt moyen. Les tendances obtenues sur la tempe´rature et
le de´bit sont en accords avec des travaux ante´rieurs [28][29][30][19]. Nous pouvons conclure
que les champs de vitesse et de tempe´rature sont quasiment identiques avec ou sans la prise
en compte de la variation des proprie´te´s thermophysiques en fonction de la tempe´rature pour
les trois premiers cas correspondant a` Rad = 2.41×107,5.18×107,1.29×108. Pour les deux
derniers nombre de Rayleigh Rad = 2.43×108,6.18×108, une le´ge`re diffe´rence est observe´e
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au niveau des parois en terme de vitesse et de de tempe´rature (voir tableau IV.6). Globalement,
l’hypothe`se de Boussinesq est suffisante pour e´tudier le transfert thermique et l’e´coulement
dans l’intervalle des e´carts de tempe´rature e´tudie´ (4×10−3 ≤ ∆Tmax/T0 ≤ 2×10−2).
Rad Nu Ve
2.41×107 0.741% 0.13%
5.18×107 1.16% 0.19%
1.29×108 1.46% 1.04%
2.43×108 2.58% 2.62%
6.18×108 3.745% 4.04%
Tableau IV.6 – Erreurs relatives entre les re´sultats obtenus avec et sans la prise en compte des
proprie´te´s variables en fonction de la tempe´rature.
8 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre des simulations nume´riques en convection naturelle
pure (canal d’eau chauffe´ syme´triquement) et en convection naturelle couple´e avec le
rayonnement entre surfaces (canal d’air chauffe´ asyme´triquement). Une comparaison entre les
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux a e´te´ mene´e en terme de de´bit, de nombre de Nusselt
moyen, de profils de vitesse verticale (entre´e / sortie) et de tempe´rature. Seule la convection
pure est conside´re´e dans l’eau, alors que le rayonnement entre surfaces est aussi pris en compte
dans le cas de l’air.
Dans le cas du canal en eau, un bon accord est observe´ globalement entre les re´sultats
nume´riques et expe´rimentaux pour les nombres de Rayleigh petits Rad = 2.41×107;5.18×107.
Les e´carts restent importants (allant jusqu’a` 33.4% en nombre de Nusselt et 55% en de´bit) pour
les plus grands nombres de Rayleigh plus grands Rad = 1.29×108;2.43×108;6.18×108. Dans
le cas du canal d’air, les e´carts sont trop importants en convection pure (jusqu’a` 70% en de´bit
et 24% en Nusselt) et diminuent en pre´sence du rayonnement entre surfaces (vont jusqu’a` 20%
en de´bit et 8% en nombre de Nusselt ). Comme les e´coulements sont instationnaires dans les
expe´riences, l’une des raisons lie´e aux e´carts observe´s peut provenir du fait que le code ne peut
pas pre´dire ce re´gime d’e´coulement de´pendant du temps. Notez e´galement que des fluctuations
importantes ont e´te´ mesure´es dans le cas de l’eau a` l’entre´e du canal. Il est aussi probable
que des fluctuations existent dans le cas du canal d’air compte tenu de l’intensite´ turbulente
importante mesure´e a` mi-hauteur pour Rad = 2.41× 107,5.18× 107. Les e´carts peuvent donc
provenir des conditions aux limites qui n’inte`grent pas ces perturbations a` l’entre´e du canal. De
plus, un changement de re´gime a e´te´ identifie´ dans les deux expe´riences. En effet, la tempe´rature
parie´tale diminue de fac¸on brutale en aval du canal dans les expe´riences, contrairement a` la
tempe´rature parie´tale obtenue nume´riquement qui augmente de manie`re croissante selon la
hauteur du canal. Les effets tridimensionnels peuvent aussi eˆtre responsables des discordances
observe´es. Cependant, a` cause d’un manque de re´sultats en terme de fluctuations en vitesse
et en tempe´rature dans la troisie`me direction~z, il n’est pas e´vident d’identifier l’influence des
structures tridimensionnelles.
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Dans le cas de l’air, nos re´sultats ont montre´ que l’e´coulement et l’e´change thermique
sont sensibles aux e´changes par rayonnement entre parois. Des parois faiblement e´missives
modifient conside´rablement la structure de l’e´coulement. En pre´sence du rayonnement
entre surfaces, nous constatons l’augmentation du de´bit massique a` l’inte´rieur du canal,
l’ame´lioration de l’e´change thermique entre la paroi et l’air, la re´duction de la tempe´rature
parie´tale et l’e´limination des e´coulements de retour. Du point de vue expe´rimental, il est
important de prendre en conside´ration les proprie´te´s radiatives des surfaces, meˆme lorsque
les diffe´rences de tempe´ratures restent faibles. De meˆme, les simulations nume´riques de
convection naturelle doivent prendre en compte le transfert de chaleur par rayonnement.
Une comparaison de la convection naturelle entre l’eau et l’air pour les deux configurations
de chauffage a e´te´ mene´e. Il a e´te´ constate´ que les e´paisseurs des couches limites (dynamique
et thermique), les champs de vitesse et de tempe´rature et les longueurs de pe´ne´tration sont
diffe´rents entre les deux fluides ((δd)eau > (δd)air ; (δt)air > (δt)eau ; Veau > Vair ; θair > θeau ;
(Lp)air > (Lp)eau). Il est e´galement constate´ que les diffe´rences en terme de nombre de Nusselt
augmentent avec le nombre de Rayleigh. Du point de vue expe´rimental, l’utilisation de l’eau
pour pre´dire la convection naturelle de l’air peut donner des re´sultats raisonnables en terme
d’e´change thermique mais seulement pour des nombres de Rayleigh pas grands (Rad < 107). En
revanche, la configuration d’e´coulement de l’air est diffe´rente de celle de l’eau. La diffe´rence
en terme de champ de vitesse, de l’e´paisseur de couche limite dynamique et de la profondeur
de pe´ne´tration refle`te ce point.
Nous avons enfin e´tudie´ l’effet des proprie´te´s thermophysiques variables en fonction de
la tempe´rature sur l’e´coulement de convection naturelle dans le canal d’eau. Pour l’intervalle
des diffe´rences de tempe´rature e´tudie´, nous concluons que l’hypothe`se de Boussinesq est
suffisante pour de´crire l’e´coulement et le transfert thermique. En effet, les champs des vitesse
et de tempe´rature sont quasiment identiques avec ou sans la prise en compte de la variation
des proprie´te´s thermophysiques en fonction de la tempe´rature. Dans le cas de grands e´carts de
tempe´rature, l’utilisation des proprie´te´s thermophysiques variables sera ne´cessaire.
Les ame´liorations qui peuvent eˆtre amene´es au code nume´rique sont les suivantes. D’abord,
il serait inte´ressant d’introduire des perturbations en vitesse a` l’entre´e du canal. Cependant,
comme nous ne pouvons pas imposer directement des perturbations sur le champ de vitesses(
cela impliquerait un cas de convection mixte ou force´e). La seule possibilite´ reste de perturber
les gradients de vitesse a` l’entre´e du canal. Une premie`re tentative a e´te´ effectue´e dans ce
sens. En effet, nous avons impose´ des perturbations sur les gradients de vitesse en utilisant
une me´thode spectrale de´crite dans [118]. En connaissant l’e´nergie cine´tique turbulente donne´e
par l’expe´rience, on peut ge´ne´rer un champ de vitesse pseudo-turbulent a` divergence nulle
en appliquant une transforme´e de Fourier inverse. Toutefois, la structure d’e´coulement ne
pre´sentait aucune cohe´rence spatio-temporelle. En effet, les perturbations impose´es a` l’entre´e
du canal ne respectaient pas les proprie´te´s statistiques de l’e´coulement. Il y’a donc besoin d’un
champ de vitesse posse´dant certaines proprie´te´s physiques : corre´lations du premier et du second
ordre en un point, e´chelles inte´grales spatiale et temporelle. Il existe d’autres me´thodes capables
de ge´ne´rer un champ de vitesse pseudo-turbulent avec un tenseur de Reynolds donne´ et des
fonctions d’auto-corre´lations locales [119], ou des structures tridimensionnelles avec de tre`s
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bonnes proprie´te´s physiques telles que : les corre´lations du premier et du second ordre, e´chelles
inte´grales de longueur et du temps [120].
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Chapitre V
Vers la mode´lisation des conditions aux
limites en pression a` l’entre´e du canal
1 Introduction
Jusqu’a` ce chapitre, les simulations de convection naturelle pre´sente´es e´taient restreintes
au canal sans extension. Comme pre´sente´ dans le chapitre I, section 4.4, le proble`me majeur
de ce domaine ge´ome´trique restreint d’un point de vue nume´rique concerne la traduction
des conditions aux limites entre´e/sortie. Des e´tudes re´alise´es dans le cadre du benchmark
GDR-Ameth [15] indiquent que les conditions aux limites type Bernoulli locale fournissent
des re´sultats plausibles (profils de vitesse plats a` l’entre´e du canal), mais la comparaison
nume´rique/expe´rimentale du pre´sent travail n’a pas permis de qualifier plus la validite´ de ces
conditions aux limites. L’impression d’un parcours non satisfaisant nous incite a` tenter d’autres
approches.
Afin de surmonter la difficulte´ lie´e a` la traduction des conditions aux limites, il est possible
de repousser les frontie`res du canal de manie`re a` ne pas contraindre l’e´coulement par des
conditions aux limites entre´e/sortie. L’approche la plus rigoureuse consiste a` mettre le canal
dans une cavite´ assez large, de sorte qu’aucune hypothe`se concernant les conditions aux limites
en vitesse et en tempe´rature ne soit faite a` l’entre´e et en sortie du canal. Cependant, la cavite´
doit eˆtre assez large pour que les parois aient un effet ne´gligeable sur l’e´coulement et l’e´change
thermique. Parmi les e´tudes qui ont adopte´ cette approche, citons O’meara et Poulikakos [65]
qui ont e´tudie´ expe´rimentalement la convection naturelle au sein d’un canal d’air place´ au sein
d’une cavite´ ferme´e. Ils ont constate´ que le plafond a l’effet le plus important sur l’e´change
thermique. Ils ont montre´ que la hauteur du plafond doit eˆtre au moins e´gale a` dix fois la largeur
de la cavite´ pour e´tudier correctement le phe´nome`ne de convection naturelle. Kheireddine et
al. [121] ont pre´sente´ une e´tude nume´rique sur la meˆme configuration. Ils ont pu obtenir une
distribution locale des pertes de charge singulie`res a` l’entre´e et en sortie du canal a` l’aide
de l’e´quation de Bernoulli ge´ne´ralise´e. Ils ont de´montre´ aussi qu’une extension de la cavite´
e´gale a` 4 fois la largeur du canal est suffisante pour que l’influence des parois de la cavite´ soit
ne´gligeable sur les pertes de charge a` l’entre´e et en sortie du canal.
Afin d’inclure les pertes de charge singulie`res dans les conditions aux limites, nous
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reprenons l’ide´e de Kheireddine et al. [121] qui consiste a` e´tudier un canal place´ dans une
cavite´ ferme´e. Au lieu de calculer les pertes de charge singulie`res, nous cherchons a` e´tudier
la distribution de Pe + 12V
2
e a` l’entre´e du canal et Ps en sortie pour les quantifier et constater
que les conditions aux limites BL0 (Pe + 12V 2e = 0 et Ps = 0) ne sont pas exactes. En effet,
l’approche Bernoulli est fonde´e sur la the´orie des e´coulements non visqueux, mais le mode`le
mathe´matique utilise´ repose sur les e´quations de Navier-Stokes des fluides visqueux. Les
conditions aux limites du type Bernoulli locale ne peuvent pas eˆtre valables pour de petits Rad
ni en proche paroi a` de grands Rad . Nous analysons ensuite les diffe´rents termes de l’e´quation
de la quantite´ de mouvement verticale a` l’entre´e du canal dans l’objectif de relier Pe + 12V 2e
a` l’un d’eux et proposer une mode´lisation de Pe + 12V
2
e .
´Etant donne´ que ce genre d’e´tudes
ne´cessite un temps de calcul conside´rable, nous avons re´alise´ uniquement des simulations
a` de petits nombres de Rad . Nous reprenons enfin la configuration d’un canal seul avec la
mode´lisation de Pe + 12V
2
e et qualifions l’effet du mode`le propose´.
Nous allons dans ce qui suit pre´senter les configurations d’e´tudes ainsi que la formulation
mathe´matique du proble`me. Puis, nous rappelons brie`vement les me´thodes nume´riques utilise´es
dans la pre´sente e´tude. La partie suivante est de´die´e a` la quantification et a` la mode´lisation de
Pe + 12V
2
e a` l’entre´e du canal. Ensuite, nous inte´grons la nouvelle condition aux limites dans les
simulations et qualifions les effets du mode`le propose´ sur l’e´coulement et le transfert thermique
dans un canal d’eau chauffe´ syme´triquement en densite´ de flux.
H
H
L
H
d
Domaine (cs)
Domaine (cv)
1 2
s
FIGURE V.1 – Sche´ma de deux types de domaine de simulation de convection naturelle dans
une ge´ome´trie semi-ouverte. (CS) : canal seul ; (CV) : canal contenu dans une cavite´.
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2 Mode`le physique et me´thodes nume´riques
La figure V.1 montre les deux domaines de calcul relatifs a` cette investigation. Un premier
domaine (CV) de taille supe´rieure a` la taille physique d’un canal et l’autre est de la meˆme
taille que le canal seul (CS). Dans les deux cas, les parois du canal sont chauffe´es en densite´s
de flux e´gales. Tout au long de l’analyse, les hypothe`ses suivantes sont faites : le fluide utilise´
est l’eau (Pr = 7), les proprie´te´s du fluide sont constantes et l’e´coulement est bidimensionnel,
laminaire, incompressible et la dissipation visqueuse est ne´gligeable. Le mouvement du fluide
est gouverne´ par les e´quations de Navier-Stokes sous l’hypothe`se de Boussinesq (cf. syste`me
d’e´quations II.5).
Quant aux conditions aux limites utilise´es dans le cas du canal seul (CS), nous imposons
dans un premier temps les conditions aux limites (BL0) en pression (cf. Eq. II.14), Neumann
homoge`ne en vitesse verticale et Dirichlet homoge`ne en vitesse horizontale a` l’entre´e et en
sortie, Dirichlet et Neumann homoge`nes en tempe´rature respectivement a` l’entre´e et en sortie
du canal. Dans un deuxie`me temps, nous modifierons (BL0) par une nouvelle condition aux
limites (CLMD) dont la mode´lisation est de´crite dans la section §3.2. Dans le cas du domaine
(CV ), la vitesse, la tempe´rature et la pression au niveau des sections d’entre´e et de sortie ne
sont pas connues a priori. Seule une tempe´rature ambiante est impose´e sur les parois rigides de
la cavite´.
Les de´tails des me´thodes nume´riques utilise´es dans les cas (CS) et (CV) se trouvent dans
le chapitre II § 4. Rappelons tout de meˆme les me´thodes nume´riques utilise´es. Les e´quations
de Navier-Stokes sont discre´tise´es avec la me´thode des diffe´rences finies d’ordre 2 en temps
et en espace. Le couplage vitesse-pression est traite´ via une me´thode de projection. Cet
algorithme consiste a` trouver d’abord une vitesse de pre´diction base´e sur un champ de pression
approximatif. Ensuite, une e´quation de correction de pression est de´rive´e de l’e´quation de
continuite´, elle est ensuite re´solue pour obtenir la pression de correction pour mettre a` jour
les champs de vitesses et de pression. Apre`s discre´tisation, nous obtenons des e´quations de
Helmholtz sur les vitesses et sur la tempe´rature et une e´quation de Poisson sur la pression de
correction. Nous re´solvons les e´quations de Helmholtz en utilisant la factorisation de l’ope´rateur
de Helmholtz et l’algorithme TDMA. Les me´thodes nume´riques utilise´es dans les deux cas (CS)
et (CV) diffe`rent seulement dans la manie`re de re´soudre l’e´quation en pression de correction.
En effet, nous obtenons dans le cas (CS) une e´quation de Poisson que nous re´solvons en utilisant
la me´thode de diagonalisation partielle et dans le cas (CV) l’e´quation de Poisson est approche´e
par une e´quation de Helmholtz. Ceci permet de surmonter les difficulte´s lie´es a` l’e´quation de
Poisson en ge´ome´trie complexe et d’utiliser la factorisation de l’ope´rateur de Helmholtz et
l’algorithme TDMA. Cette approche est de´crite dans [78].
3 Re´sultats et discussions
La convection naturelle dans deux configurations : canal seul (CS) et canal inclu dans
une cavite´ (CV) est e´tudie´e nume´riquement. Les re´sultats de cette investigation sont obtenus
pour Rad = 102,103,104,105, Kp = 0.5,1,1.5 et des rapports d’aspect de L/d = 5 et de
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2H +L
2H +d = 25/21 respectivement pour (CS) et (CV) (cf. Fig. V.1). La longueur d’extension
de la cavite´ est e´gale a` H = 10d. Les re´solutions spatiales utilise´es dans cette e´tude sont de
400× 800 pour (CV ) et de 20× 160 pour (CS). Avant d’obtenir des re´sultats nume´riques,
nous nous e´tions d’abord inte´resse´s a` trouver l’emplacement optimal des frontie`res de la
cavite´. De toute e´vidence, le choix de la frontie`re aussi loin que possible des parois du canal
est souhaitable afin d’assurer les conditions de pression et de tempe´rature non perturbe´es.
Cependant, d’un point de vue nume´rique, cela demanderait un effort de calcul conside´rable.
Par conse´quent, nous avons utilise´ une extension de la cavite´ e´gale a` environ dix fois la largeur
du canal dans les deux directions. Rappelons que, Kheireddine et al. [121] ont de´montre´
que l’extension de 4 fois la largeur du canal est suffisante pour que l’influence des parois
de la cavite´ soit ne´gligeable sur les pertes de charge a` l’entre´e et en sortie du canal. Nous
commenc¸ons d’abord par une e´tude qualitative de l’e´coulement et du transfert thermique dans
la cavite´ en pre´sentant des re´sultats en terme d’isothermes et de lignes de courant. Ensuite,
nous quantifions la pression de Bernoulli a` l’entre´e du canal et modelisons des conditions aux
limites modifie´es en pression (CLMD). Nous comparons par la suite les re´sultats en terme de
vitesse et de tempe´rature pour trois cas : un canal seul (cas 1), un canal seul + (CLMD) (cas 2)
et un canal dans une cavite´ (cas 3). Enfin, nous menons une deuxie`me qualification du mode`le
sur un seul cas de figure expe´rimental e´tudie´ dans le chapitre pre´ce´dent (canal d’eau, cf. Chap.
IV § 4.1).
3.1 Ecoulement global dans la cavite´ (CV)
La figure V.2 montre les isothermes et les lignes de courant dans le cas (CV) pour
Rad = 102,103,104,105. Comme l’e´coulement est syme´trique dans les diffe´rents cas, seule la
moitie´ de la cavite´ est repre´sente´e. L’e´coulement re´sultant est d’une forme bicellulaire pour tous
les nombres de Rayleigh. En effet, le chauffage aux parois induit un e´coulement ascendant le
long du canal, le fluide sortant par le haut du canal monte a` la paroi supe´rieure (a` tempe´rature
ambiante), se refroidit en la longeant et redescend vers le bas pre`s des parois verticales de
la cavite´ formant ainsi deux cellules d’e´coulements syme´triques. ? ? ? ? ? ? ? ? Pour la partie
infe´rieure de la cavite´, le fluide est isotherme dans les diffe´rents cas. Notez e´galement que
pour des faibles Rad , une stratification thermique se produit dans la partie haute de la cavite´
(voir respectivement la pente de la pression et de la tempe´rature verticales en haut de la cavite´
V.3-(a) et V.4-(a)). Pour Rad = 102, la pente de la stratification thermique est e´gale a` environ
S = 0.33 et la pression de stratification correspondante (∆Ps = 12S.Pr.
˜A ; ˜A≈ 8.75 est la hauteur
adimensionne´e de la cavite´ le long de laquelle on calcule la stratification) est e´gale a` environ
10. `A Rad = 104, la convection naturelle devient plus importante et commence a` de´truire la
stratification thermique. `A Rad = 105, la stratification thermique est quasiment de´truite.
Ce sont ces re´sultats dans la cavite´ qui seront utilise´s pour qualifier la pression a` l’entre´e du
canal et comparer avec le cas du canal seul (CS).
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FIGURE V.2 – Isothermes et lignes de courant dans le cas (CV) pour Rad = 102 (a), 103 (b),
104 (c), 105 (d).
3.2 Quantification de la pression de Bernoulli a` l’entre´e du canal
L’e´quation de Bernoulli pour transcrire la chute de pression a` l’entre´e du canal ouvert
en convection naturelle n’est pas une formulation exacte. En effet, la quantite´ physique
(P+0.5 ∗V 2) n’est pas nulle a` l’entre´e du canal (voir figure V.5). Nous allons par conse´quent
revisiter l’e´quation de conservation de quantite´ de mouvement et essayer de prendre en compte
d’autres termes qui ont e´te´ ne´glige´s dans la condition aux limites en pression. `A l’entre´e du
canal, l’e´quation de conservation de quantite´ de mouvement s’e´crit comme suit :
∂V
∂t +U
∂V
∂X +V
∂V
∂Y =
∂P
∂Y +Pr.Ra
−1/2(
∂2V
∂X2 +
∂2V
∂Y 2 )+Prθ (V.1)
Si on suppose que le fluide rentre avec la tempe´rature exte´rieure (θ = 0) et que l’e´coulement
atteint le re´gime stationnaire, l’e´quation (V.1) devient alors :
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FIGURE V.3 – Profils verticaux de la pression dans le cas (CV) pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) .
U
∂V
∂X︸ ︷︷ ︸
1©
+
∂(P+0.5∗V 2)
∂Y ≈ Pr.Ra
−1/2(
∂2V
∂X2 )︸ ︷︷ ︸
2©
+Pr.Ra−1/2(
∂2V
∂Y 2 )︸ ︷︷ ︸
3©
(V.2)
Avec les re´sultats du champ de vitesse verticale dont nous disposons via la simulation, nous
pouvons e´valuer les termes de l’e´quation (V.2) a` l’entre´e du canal et les tracer en fonction de la
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FIGURE V.4 – Profils verticaux de la tempe´rature a` l’exte´rieur de la cavite´ (CV) pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) .
largeur (cf. Fig. V.5). Hormis le terme ∂(P+0.5∗V
2)
∂Y , nous remarquons bien que les termes
visqueux sont pre´dominants en valeur absolue dans l’e´quation (V.2) et le terme 2© est le plus
important au centre du canal. Le terme 1© reste ne´gligeable devant les termes visqueux sur
toute la largeur de l’entre´e du canal. Nous pouvons constater aussi que le terme 3© est du meˆme
ordre que le terme 2©.
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FIGURE V.5 – e´valuation des termes de l’e´quation (V.2) a` l’entre´e du canal pour Rad = 102
(a), 103 (b), 104 (c), 105 (d).
En re´e´crivant l’e´quation de quantite´ de mouvement pour un fluide visqueux (La de´marche
suivie est de´taille´e en Annexe D) et en l’inte´grant le long d’une ligne de courant s entre l’amont
(point 1) et l’entre´e du canal (point 2) (cf. Fig. V.1), on obtient :
P2−P1 +
V 22 −V 21
2
+
∫ 2
1
Pr.Ra−1/2∆Vds = 0 (V.3)
Les quantite´s P1 et V1 sont suppose´es eˆtre la pression et la vitesse du fluide au repos en
amont i.e. P1 = 0 et V1 = 0. L’e´quation (V.3) s’e´crit donc :
P2 +0.5∗V 22 =
∫ 2
1
Pr.Ra−1/2∆Vds (V.4)
Maintenant, il reste a` mode´liser le terme
∫ 2
1
Pr.Ra−1/2∆V ds. Sa mode´lisation est tre`s
complique´e parce que nous n’avons aucune information sur son e´volution le long d’une
ligne de courant. Une fac¸on simple que nous avons a` disposition est de le mode´liser par le
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terme
∫ 2
1
Pr.Ra−1/2(
∂2V
∂X2 )ds et de le relier avec le terme P2 + 0.5 ∗V
2
2 par un coefficient de
proportionnalite´, c’est-a`-dire :
P2 +0.5∗V 22 ≈ Kp× (Pr.Ra−1/2(
∂2V
∂X2 )|2) (V.5)
Comme le deuxie`me terme visqueux est du meˆme ordre que le premier, il aurait e´te´ plus
pertinant de le prendre en compte. Nous avons conside´re´ seulement le terme visqueux selon
X par simplicite´ car notre objectif est d’e´tudier l’influence e´ventuelle de ce type de conditions
aux limites sur l’e´coulement dans le canal.
La figure V.6 pre´sente le coefficient Kp a` l’entre´e du canal pour une condition de chauffage
syme´trique en densite´ de flux et pour Rad = 102,103,104,105. D’abord, nous remarquons que
pour les trois premiers nombres de Rayleigh, le coefficient Kp est quasiment constant le long
de la partie centrale du canal et varie entre 0.3 et 0.6 en moyenne. Le coefficient Kp diminue
le´ge`rement au niveau des parois. Pour le dernier nombre de Rayleigh, le coefficient Kp est tre`s
important au centre du canal. D’une part, le terme visqueux est tre`s petit devant P2 + 12V
2
2 a`
l’entre´e du canal pour 105. D’autre part, la re´solution en maillage utilise´e pour Rad = 105 est
de 400× 800, ce qui repre´sente environ 20 points de maillage pour chaque unite´ de longueur.
La re´solution du maillage est insuffisante et peut influencer les re´sultats. Nous pensons alors
qu’il sera ne´cessaire d’affiner le maillage dans ce cas pre´cis.
Par la suite, nous inte´grons d’abord le terme Kp× (Pr.Ra−1/2( ∂
2V
∂X2 )|2) en plus de la pression
de Bernoulli dans la condition aux limites en pression a` l’entre´e du canal. Ensuite, nous
e´tudions l’effet des conditions aux limites modifie´es (CLMD) sur les champs de vitesse et de
tempe´rature avant de conclure.
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FIGURE V.6 – Coefficient de proportionnalite´ entre le terme visqueux et la pression de
Bernoulli.
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3.3 Influence des conditions aux limites modifie´es
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FIGURE V.7 – Profils horizontaux de la tempe´rature a` l’entre´e du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les re´sultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).
Les figures V.7 et V.8 pre´sentent les profils horizontaux de la tempe´rature respectivement a`
l’entre´e et en sortie du canal pour Rad = 102,103,104 et Kp = 0.5. `A l’entre´e, la tempe´rature
adimensionne´e est nulle (tempe´rature ambiante) dans les cas (CS) et (CS)+(CLMD) comme
nous l’avons impose´e. Pour le cas (CV), la tempe´rature est diffe´rente de 0 pour Rad = 102,103.
Pour Ra = 104 elle est quasiment e´gale a` ze´ro au centre et est diffe´rente de ze´ro pre`s des parois.
Pour les petits nombres de Rad , la diffusion reste importante a` l’entre´e du canal (CV ). Par
conse´quent, la tempe´rature a` l’entre´e du canal est non nulle. Pour les plus grands nombres de
Rayleigh, la convection naturelle devient dominante par rapport a` la diffusion. Les couches
limites thermiques deviennent plus minces. Par conse´quent, la tempe´rature au centre du canal
est quasiment e´gale a` la tempe´rature ambiante et elle est diffe´rente de ze´ro aux parois du canal.
Nous pouvons ainsi conclure que, imposer une tempe´rature ambiante a` l’entre´e d’un canal
chauffe´ inte´gralement n’est pas correcte surtout pour de faibles nombres de Rayleigh.
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FIGURE V.8 – Profils horizontaux de la tempe´rature en sortie du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les re´sultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).
Les figures V.9 et V.10 pre´sentent les profils horizontaux de la vitesse verticale
respectivement a` l’entre´e et en sortie du canal pour Rad = 102,103,104 et Kp = 0.5.
Nous remarquons que les vitesses sont plus importantes dans le canal contenu dans une cavite´.
En effet, imposer une tempe´rature nulle a` l’entre´e d’un canal seul (CS) engendre moins d’effet
chemine´e que dans le cas (CV ) ou` la tempe´rature est non nulle a` l’entre´e. Par ailleurs, le de´bit
diminue le´ge`rement (ne de´passe pas 4%) dans le cas (CS) avec des conditions aux limites
modifie´es (CLMD) et Kp = 0.5. Par conse´quent, la tempe´rature augmente (Fig. V.8)et le
nombre de Nusselt diminue (cf. Tableau V.1).
Les profils de pression a` l’entre´e et en sortie du canal dans les trois cas ((CS),
(CS)+ (CLMD), (CV )) sont pre´sente´s dans les figures V.11 et V.12. La pression obtenue a`
l’entre´e du canal dans le cas (CV ) est moins importante que celle obtenue dans le cas (CS)
sans (CLMD). En effet, comme le fluide rentre dans le canal a` une tempe´rature supe´rieure a`
0, l’aspiration du fluide est plus importante que si le fluide rentre a` la tempe´rature ambiante.
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FIGURE V.9 – Profils horizontaux de la vitesse verticale a` l’entre´e du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les re´sultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).
La pression a` l’entre´e diminue quand l’e´nergie cine´tique augmente (Pe ∝ -V 2e [5][7]). Il peut
y avoir aussi une perte de charge qui prend place pour l’e´coulement d’un fluide isotherme a`
l’entre´e du canal. En sortie, la pression est nulle pour les cas (CS) et (CS)+ (CLMD) comme
nous l’avons impose´e. Elle est diffe´rente de ze´ro dans le cas (CV ) et tend vers ze´ro quand le
nombre de Rayleigh augmente (cf. Fig. V.13-b). Imposer une pression nulle en sortie d’un
canal seul s’ave`re donc incorrecte a` bas Rad .
Dans le but de mieux caracte´riser les effets des (CLMD) sur l’e´coulement et le transfert
thermique, nous avons fait varier le coefficient Kp = 0.5,1,1.5. La figure V.14 pre´sente les
profils horizontaux de la tempe´rature en sortie, de la vitesse verticale a` l’entre´e et en sortie et
de la pression a` l’entre´e du canal pour Rad = 103. Les re´sultats en terme de vitesse moyenne
et de Nusselt sont re´unis dans le tableau V.1. Augmenter le coefficient Kp fait diminuer la
vitesse, augmenter la tempe´rature et diminuer la pression a` l’entre´e du canal. Notez e´galement
que les diffe´rences en terme de Ve et de Nu entre les diffe´rents cas augmentent avec Kp (cf.
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FIGURE V.10 – Profils horizontaux de la vitesse verticale en sortie du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les re´sultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).
Tableau V.2), les quantite´s (Ve, Nu) calcule´s a` Kp = 0 e´tant prises comme re´fe´rences. Pour
Kp = 1.5, les diffe´rences en terme de Ve et de Nu atteignent respectivement 12.3% et 6.8% pour
Rad = 102 et diminuent le´ge`rement pour Rad = 103,104 en terme de de´bit (cf. Tableau V.2).
Par exemple, en augmentant Kp jusqu’a` 1.5 pour Rad = 103, le niveau de pression a` l’entre´e du
canal diminue d’environ 5 fois par rapport a` celui obtenu dans le cas (CS) sans (CLMD). Mais
le de´bit et le nombre de Nusselt diminuent seulement d’environ 11 % et de 6%. Par conse´quent,
les effets des (CLMD) en pression sur l’e´coulement et le transfert thermique sont faibles compte
tenu des niveaux de pression importants impose´s dans le cas des (CLMD). Ceci fait douter la
pertinence des (CLMD) et l’importance de la pression a` l’entre´e du canal contrairement a` la
conclusion du proble`me de Benchmark Ameth. Afin de comprendre ce proble`me, nous avons
examine´ l’origine de l’e´coulement de convection naturelle dans le canal, a` savoir la pousse´e
d’Archime`de. En effet, la pousse´e d’Archime`de est e´quivalente a` un gradient de pression dans
les e´quations de la quantite´ de mouvement et son inte´gration en espace repre´sente la diffe´rence
des pressions moyennes entre l’entre´e et la sortie. Elle jouera le meˆme roˆle que Pe−Ps = Pe
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comme Ps = 0 dans le cas (CS). Il s’ave`re que l’augmentation de pression lie´e aux diffe´rences
de tempe´rature dans le canal est plus importante que le niveau de pression impose´ a` l’entre´e
du canal (cf. Tableau V.3). En effet, l’importance de Pe par rapport a` la pousse´e d’Archime`de
augmente avec Rad . Ne´anmoins a` Rad = 104, Pe ne repre´sente que 6% de l’effet de la pousse´e
d’Archime`de. Par conse´quent, une mode´lisation fine des conditions aux limites thermiques
s’impose contrairement a` l’ide´e rec¸ue jusqu’a` maintenant.
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FIGURE V.11 – Profils horizontaux de la pression a` l’entre´e du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les re´sultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).
Rad 102 103 104
Nu Ve Nu Ve Nu Ve
Cas 1 1.548 0.636 2.695 0.626 4.236 0.589
Cas 2 (Kp = 0.5) 1.509 0.607 2.640 0.598 4.152 0.564
Cas 2 (Kp = 1) 1.474 0.581 2.594 0.573 4.099 0.543
Cas 2 (Kp = 1.5) 1.442 0.558 2.552 0.551 4.051 0.523
Cas 3 1.427 0.672 2.812 0.652 4.815 0.604
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FIGURE V.12 – Profils horizontaux de la pression en sortie du canal pour Rad =
102 (a) ,103 (b) ,104 (c) . Comparaison entre les re´sultats pour trois cas de figure : (CS),
(CS)+(CLMD) et (CV).
Tableau V.1 – Comparaison en terme de nombre de Nusselt moyen, des vitesses moyennes a`
l’entre´e et en sortie du canal pour Rad = 102,103,104, Kp = 0.5,1,1.5 et pour trois cas de figure
(CS), (CS)+(CLMD) et (CV).
102 103 104
Nu Ve Nu Ve Nu Ve
0,72 Kp = 0.5 2.5% 4.6% 2.0% 4.5% 1.9% 4.2%
Kp = 1 4.8% 8.6% 3.7% 8.5% 3.2% 7.8 %
Kp = 1.5 6.8% 12.3% 5.3% 11.9% 4.4% 11.2 %
Tableau V.2 – Erreurs relatives en terme du nombre de Nusselt moyen et de la vitesse moyenne
entre les re´sultats obtenus dans un canal seul (CS) avec et sans (CLMD).
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FIGURE V.13 – Profils horizontaux de la pression a` l’entre´e (a) et en sortie (b) du canal pour
Rad = 102,103,104,105 dans le cas (CV).
Rad 102 103 104∫ ∫
PrθdXdY |Pe|
∫ ∫
PrθdXdY |Pe|
∫ ∫
PrθdXdY |Pe|
Cas 1 (Kp = 0) 28.25 0.28 9.885 0.26 3.805 0.22
Tableau V.3 – Comparaison des termes
∫ ∫
PrθdXdY et |Pe| pour Rad = 102,103,104.
3.4 Revisite du canal d’eau expe´rimentale [1]
Nous allons analyser ici les effets des conditions aux limites modifie´es (CLMD) sur
l’e´coulement et le transfert thermique pour un cas de figure expe´rimental e´tudie´ pre´ce´demment
(cf. Chap. IV § 4.1). Il s’agit d’un canal d’eau chauffe´ en densite´ de flux syme´trique sur ces
deux parois. Le rapport de forme du canal est de A = 14.4 et la densite´ de flux parie´tale est
de qw = 190 W/m2. Le nombre de Rayleigh correspondant a` cette e´tude est de Rad = 2.41×107.
La figure V.15 pre´sente les profils de vitesse verticale a` l’entre´e et en sortie du canal pour Kp
allant de 0 a` 2.5. En utilisant la condition aux limites (CLMD), les vitesses diminuent pre`s des
parois et augmentent le´ge`rement au centre. En augmentant Kp, le profil de vitesse tend vers un
profil de Poiseuille. En sortie, les vitesses diminuent le´ge`rement au centre et les conditions aux
limites (CLMD) n’ont quasiment aucun effet sur les couches limites dynamiques. La diminution
du de´bit va de 0.7% pour Kp = 0.5 jusqu’a` 5.5% pour Kp = 2.5. Comme les vitesses en sortie du
canal ne sont pas affecte´es pre`s des parois dans les couches limites dynamiques par la condition
aux limites (CLMD) et comme le de´bit diminue le´ge`rement a` l’entre´e, la conservation de la
masse exige la diminution au centre de la vitesse verticale en sortie. La tempe´rature parie´tale est
pre´sente´e dans la figure V.16, elle est quasiment insensible aux conditions aux limites (CLMD).
Comme la diminution de pression (↗ Kp) a` l’entre´e du canal ne change pas l’e´paisseur de la
couche limite thermique, le transfert thermique n’est pas affecte´ par les conditions aux limites
(CLMD).
L’utilisation des conditions aux limites (CLMD) ame´liore tre`s le`ge`rement la pre´vision du
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FIGURE V.14 – Profils horizontaux de la tempe´rature en sortie (a), de la vitesse verticale a`
l’entre´e (b) et en sortie (c) et de la pression (d) a` l’entre´e du canal pour Rad = 103.
de´bit de 5.5% pour Kp = 2.5 en comparaison avec le de´bit expe´rimental. Comme le profil
de vitesse a` l’entre´e s’e´loigne du profil plat lorsque Kp augmente, l’utilisation de ce type de
conditions aux limites est plutoˆt proble´matique compte tenu des investigations ante´rieures [122]
qui indiquent que le profil de vitesse a` l’entre´e est plat a` grand Rad .
Cette nouvelle tentative a` grand Rad donne des indications similaires qua` faible Rad , a`
savoir que l’utilisation des (CLMD) a une influence ne´gligeable sur l’e´coulement et le transfert
thermique malgre´ des niveaux de pression importants impose´s a` l’entre´e du canal. Nous avons
ve´rifie´ a` nouveau que
∫ ∫
PrθdXdY = 0.72 est bien supe´rieure au niveau de pression impose´
a` l’entre´e du canal |Pe| = 0.07 pour Kp = 0. Nous concluons de la meˆme fac¸on que pour les
faibles nombres de Rayleigh qu’il faudra affiner la mode´lisation des conditions aux limites en
tempe´rature a` l’entre´e et en sortie du canal au lieu de travailler seulement sur les conditions aux
limites en pression.
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FIGURE V.15 – Distribution de la vitesse verticale a` l’entre´e (a`) et en sortie du canal (b) pour
diffe´rents Kp.
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FIGURE V.16 – Diffe´rences de tempe´rature entre la paroi droite et l’entre´e en fonction de la
hauteur adimensionne´e du canal chauffe´ pour diffe´rents Kp.
4 Conclusions
Nous avons mode´lise´ des conditions aux limites en pression a` l’entre´e d’un canal ouvert
chauffe´ syme´triquement en densite´ de flux. Les simulations ont e´te´ effectue´es sur un canal seul
et un canal contenu dans une cavite´ isotherme pour Rad = 102,103,104,105 et A = 5. Dans
le cas du canal inclus dans une cavite´ (CV), nous avons e´value´ les termes de l’e´quation de
quantite´ de mouvement a` l’entre´e du canal et de´termine´ un lien entre la pression de Bernoulli
et le terme visqueux selon X. Une constante de proportionnalite´ a e´te´ identifie´e entre les deux
termes. Nous avons ensuite inte´gre´ le terme visqueux multiplie´ par une constante Kp dans
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les conditions aux limites en pression a` l’entre´e du canal seul (CS). Nous avons obtenu des
re´sultats en terme de vitesse et de tempe´rature pour Kp = 0.5 et avons constate´ une le´ge`re
diffe´rence entre les re´sultats obtenus (jusqu’a` 3.8% en vitesse moyenne pour Rad = 102 et
3.5% en Nusselt pour Rad = 104) pour les trois configurations ((CS), (CS)+(CLMD) et (CV )).
Quant a` la pression, elle diminue a` l’entre´e du canal en utilisant les (CLMD). Nous avons par
la suite fait varier Kp de 0 a` 1.5. Augmenter Kp fait diminuer le nombre de Nusselt (jusqu’a`
6.8% pour Ra = 102), le de´bit (jusqu’a` 12.3% pour Ra = 102) ainsi que la pression a` l’entre´e
du canal. Sur la configuration expe´rimentale (Rad = 2.41× 107;A = 14.4), nous avons utilise´
les (CLMD) a` l’entre´e du canal pour Kp allant de 0 a` 2.5. Nous avons constate´ que les vitesses
diminuent le´ge`rement au niveau des parois et augmentent au centre dans la section d’entre´e,
alors qu’elles augmentent le´ge`rement au niveau des parois et diminuent au centre en sortie du
canal. Les diffe´rences en terme de de´bit atteignent 5.5% pour Kp = 2.5 et sont ne´gligeables en
terme de Nusselt.
En remarques, la condition type Bernoulli locale (BL0) n’est pas une formulation exacte.
En effet, les calculs effectue´s dans un canal contenu dans une cavite´ ont montre´ d’abord que
la quantite´ Pe + 12V
2
e est diffe´rente de ze´ro. De meˆme, imposer Ps = 0 en sortie n’est pas
valable a` faibles Rad . Toutefois, la pression en sortie tend vers ze´ro quand Rad augmente.
Notez e´galement qu’une tempe´rature nulle impose´e a` l’entre´e du canal est aussi une hypothe`se
errone´e compte tenue des effets diffusifs importants a` l’entre´e du canal pour les bas nombres
de Rayleigh. Par ailleurs, une stratification thermique se produit a` faibles nombres de Rayleigh
et disparaıˆt a` grands nombres de Rayleigh. Dans le cas d’un canal seul (CS), l’utilisation des
(CLMD) a` bas nombres de Rad a pour effet la diminution du de´bit et l’augmentation de la
tempe´rature parie´tale (⇓ Nu) dans le canal. Ces variations en terme du de´bit et du Nusselt
augmentent avec Kp. A grands nombres de Rayleigh, une le´ge`re influence est constate´ sur le
de´bit et le nombre de Nusselt et les profils de vitesse deviennent de plus en plus parabolique a`
l’entre´e du canal en augmentant Kp. D’une manie`re ge´ne´rale, notre mode`le montre que malgre´
les niveaux de pression importants impose´s a` l’entre´e du canal, l’influence des conditions aux
limites modifie´es (CLMD) reste ne´gligeable.
La mode´lisation des (CLMD) effectue´e dans ce chapitre reste e´le´mentaire compte tenu
des simplifications conside´re´es. Il serait donc inte´ressant d’approfondir la mode´lisation des
conditions aux limites entre´e/sortie. Il serait judicieux de mode´liser les conditions aux limites
en tempe´rature et en vitesse compte tenu des effets ne´gligeables sur le de´bit et le transfert
thermique que produisent les diffe´rentes conditions aux limites en pression utilise´es jusqu’a`
lors.
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Conclusion ge´ne´rale et perspectives
L’utilisation de l’e´nergie photovoltaı¨que dans le baˆtiment passe aujourd’hui par la
valorisation des surfaces baˆties utilise´es comme surfaces de captation. La tendance actuelle
s’oriente vers l’utilisation des fac¸ades type double-peaux. Les conditions d’inte´gration des
composants PV sur ce type de fac¸ade peuvent engendrer une augmentation de leur tempe´rature
de fonctionnement impliquant la chute de leur rendement e´lectrique. Par conse´quent,
l’utilisation de ce type de configuration ne´cessite une compre´hension des couplages physiques
qui interviennent au sein de ce syste`me. Des e´tudes de recherche sur ces phe´nome`nes physiques
sont donc indispensables. Le but dans notre the`se est de contribuer dans l’e´tude nume´rique de la
convection naturelle avec ou sans rayonnement de surfaces dans un canal vertical repre´sentatif
d’une fac¸ade type double-peau.
L’e´tude bibliographique effectue´e dans le premier chapitre a permis d’orienter notre e´tude
sur plusieurs proble´matiques lie´es a` l’e´coulement de convection naturelle dans une ge´ome´trie
semi-ouverte. D’abord, un manque sur des donne´es dynamiques est constate´ alors que l’aspect
thermique a e´te´ largement e´tudie´. Ces donne´es dynamiques s’ave`rent indispensables et
pourraient notamment servir a` qualifier et quantifier les re´sultats obtenus par les diffe´rentes
e´quipes de recherche travaillant sur le sujet. Ensuite, le couplage convection-rayonnement a
e´te´ largement documente´ dans le cas des cavite´s ferme´es mais peu documente´ dans le cas
d’un canal ouvert. De nombreuses investigations effectue´es en matie`re de convection naturelle
dans un canal d’air ont pris en compte les parts respectives des diffe´rents modes de transferts
thermiques (convection, conduction et rayonnement entre surfaces). Cependant, peu d’e´tudes
ont pris en compte l’interaction du rayonnement avec la convection naturelle et l’influence
du rayonnement est tre`s peu e´tudie´e en ge´ome´trie semi-ouverte. En outre, des chercheurs
ont utilise´ l’eau comme fluide de travail afin de s’affranchir des effets du rayonnement de
surfaces. Toutefois, aucune e´tude comparative entre l’eau et l’air en convection naturelle n’a e´te´
recense´e jusqu’a` aujourd’hui dans le cas d’un canal ouvert. Or, il est important de de ve´rifier si
l’usage conventionnel de l’eau pour mode´liser la convection d’air dans un canal vertical donne
des re´sultats raisonnables en terme des champs de tempe´rature, de vitesse et des quantite´s
physiques globales.
Dans le but de reme´dier a` ces proble`mes, nous avons de´cide´ de contribuer a` l’e´tude
nume´rique des transfert thermo-convectifs au sein d’un canal ouvert. Nous avons mene´ une
deuxie`me revue bibliographique sur les investigations nume´riques afin de de´finir le syste`me
d’e´quations et les conditions aux limites ade´quats pour e´tudier la convection naturelle dans un
canal ouvert. Nous avons opte´ pour un syste`me elliptique des e´quations de Navier-Stokes sous
leur forme conservative afin de prendre en compte tous les phe´nome`nes physiques mis en jeu
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notamment les effets de diffusions verticales. Concernant la ge´ome´trie choisie, nous avons opte´
pour un canal seul en vue de s’affranchir des temps de calcul importants que peut engendrer
l’utilisation des volumes artificiels a` l’entre´e et en sortie du canal. Par ailleurs, les e´quations
elliptiques demandent un traitement particulier des conditions aux limites dynamiques (en
vitesse et en pression) en ge´ome´trie ouverte. Pour cela, nous avons de´fini les conditions aux
limites qui nous semblent les plus approprie´es dans dans ce cas de figure.
Le deuxie`me chapitre a e´te´ de´die´ a` la description du mode`le mathe´matique et des me´thodes
nume´riques. Les e´quations de Navier-Stokes ont e´te´ d’abord re´e´crites en cas des proprie´te´s
thermo-physiques de´pendantes de la tempe´rature. Ensuite, les e´quations de Navier-Stokes sont
discre´tise´es avec la me´thode des diffe´rences finies d’ordre 2 en temps et en espace. Le couplage
vitesse-pression a e´te´ re´solu via une me´thode de projection. L’imple´mentation des conditions
aux limites dynamiques BG− BG0− BL− BL0 a e´te´ aborde´e par la suite. Une nouvelle
me´thode base´e sur le principe de superposition a e´te´ sugge´re´e dans le cas de BG0. En effet,
il a e´te´ de´montre´ [44] que l’utilisation de Neumann homoge`ne en vitesse a` l’entre´e du canal
implique une infinite´ de solutions pour le proble`me de Stokes. La solution finale du proble`me
est donc une combinaison line´aire d’une solution particulie`re plus un mode appartenant au
noyau de Stokes. Les coefficients inconnus de cette combinaison sont de´termine´s afin de
satisfaire la condition BG0 a` l’entre´e du canal a` chaque pas de temps. La meˆme me´thode peut
eˆtre applique´e pour BG. Au contraire, les autres conditions aux limites dynamiques BL0−BL
ne peuvent eˆtre satisfaites qu’apre`s que le re´gime stationnaire soit atteint. Enfin, nous avons
pre´sente´ le formalisme du proble`me radiatif ainsi que sa discre´tisation dans le temps et dans
l’espace. Le transfert radiatif a e´te´ conside´re´ seulement a` travers les conditions aux limites
thermiques parie´tales.
Le Troisie`me chapitre de ce manuscrit a e´te´ destine´ a` la validation du code nume´rique.
Plusieurs proble`mes classiques en convection naturelle avec et sans rayonnement de surfaces
ont e´te´ aborde´s (cavite´s ferme´es et canal ouvert). Les re´sultats obtenus en terme de tempe´rature,
vitesses, de´bit et nombre de Nusselt sont en bon accord avec ceux de la litte´rature. De plus, les
analyses mene´es sur les discre´tisations temporelle et spatiale ont montre´ que le code utilise´ est
consistant en temps et en espace et qu’il est d’ordre deux en espace. L’ordre deux du sche´ma
temporel n’a pas e´te´ de´montre´ a` cause d’un manque de solutions exactes pour les proble`mes
aborde´s dans cette e´tude. Les validations effectue´es sur le code nume´rique ont prouve´ que
les algorithmes et les me´thodes nume´riques imple´mente´es sont correctes. Une configuration
inte´ressante qui a e´te´ e´tudie´e dans cette partie concerne le cas du benchmark nume´rique mis
en place par le GDR-AmeTh dont le but est de tester des conditions aux limites dynamiques
de type Bernoulli locale et globale. Le cas choisi dans ce benchmark est le cas expe´rimental
de Webb et Hill [37]. Il s’agit d’un e´coulement de convection naturelle dans un canal vertical
chauffe´ partiellement en densite´ de flux sur l’une de ces parois, l’autre paroi e´tant adiabatique.
Dans ce cadre, une e´tude de sensibilite´ de l’e´coulement et du transfert thermique a e´te´ mene´e.
Nous avons remarque´ que ces conditions aux limites ont peu d’influence sur le transfert
thermique i.e. le nombre de Nusselt est quasiment identique le long de la partie chauffe´e pour
les diffe´rentes conditions aux limites. Toutefois, la tempe´rature de´bitante est plus sensible aux
conditions aux limites en pression a` cause de la sensibilite´ du champs de vitesse aux diffe´rentes
conditions aux limites. Par ailleurs, nous avons constate´ que l’utilisation d’une pression de
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type Bernoulli globale implique un de´bit plus important que dans le cas d’une pression de type
Bernoulli locale. De plus, le profil de vitesse obtenu avec (BG,BG0) est parabolique alors qu’il
est plat pour (BL,BL0). En de´pit des diffe´rences constate´es, les quantite´s physiques globales
(de´bits et Nusselt) sont tre`s proches pour les diffe´rentes conditions aux limites.
Nous avons pre´sente´ dans le quatrie`me chapitre des comparaisons entre les re´sultats
nume´riques et expe´rimentaux en terme de de´bit, de nombre de Nusselt moyen, de profils de
vitesse verticale (entre´e / sortie) et de tempe´rature. Seule la convection pure est conside´re´e dans
l’eau, alors que le rayonnement de surfaces est pris en compte dans le cas de l’air. Dans le cas
du canal d’eau, un bon accord est observe´ globalement pour les nombres de Rayleigh petits. Les
e´carts restent importants entre les e´coulements instationnaires/turbulents dans les expe´riences
et les e´coulements stationnaires obtenus nume´riquement pour les nombres de Rayleigh plus
e´leve´s. Dans le cas du canal d’air, les e´carts s’ave`rent trop importants en convection pure et
diminuent en pre´sence du rayonnement de surfaces. Les raisons possibles des e´carts constate´s
entre les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux sont discute´es. Les conditions aux limites
dynamiques utilise´es ne permettent pas de prendre en compte les perturbations du milieu
exte´rieur. En effet, des perturbations a` l’entre´e (eau) et a` mi-hauteur (air) du canal ont e´te´
mises en e´vidence par une intensite´ turbulente importante. Par ailleurs, les perturbations aux
frontie`res ouvertes peuvent engendrer des mouvements late´raux du fluide dans le canal, ces
mouvements peuvent eˆtre amplifie´es lorsque les e´coulement deviennent turbulents quand le
nombre de Rayleigh augmente. Or, les e´coulements e´tudie´s nume´riquement sont suppose´s
bidimensionnels et des e´ventuelles structures tridimensionnelles peuvent bien exister et ainsi
influencer les e´carts entre les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux. Cependant, il n’est pas
facile d’identifier et d’e´tudier l’influence des structures tridimensionnelles a` cause du manque
des donne´es expe´rimentales notamment les fluctuations en vitesse et en tempe´rature dans la
troisie`me direction ~z. Expe´rimentalement un changement de re´gime a e´te´ constate´ pour les
configurations e´tudie´es pour des nombres de Rayleigh grands. Par conse´quent, les e´carts entre
les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux devraient augmenter quand le nombre de Rayleigh
augmente. Le code nume´rique s’est ave´re´ incapable de transcrire ce changement de re´gime.
Ne´anmoins le code fournit des re´sultats acceptables en terme de de´bit et de nombre de Nusselt
pour les bas nombres de Rayleigh dans le cas de l’eau et en convection-rayonnement pour le
cas de l’air.
Dans la continuite´ des travaux effectue´s (benchmark et comparaison nume´rique/
expe´rimentale), nous avons e´tudie´ nume´riquement plusieurs aspects phe´nome´nologiques.
Nous avons e´tudie´ dans un premier temps l’effet du nombre de Prandtl sur l’e´change thermique
et l’e´coulement pour les deux configurations syme´trique et asyme´trique. L’utilisation de
l’eau pour pre´dire la convection naturelle de l’air donne des re´sultats raisonnables en terme
d’e´change thermique mais seulement pour des nombres de Rayleigh petits. En revanche, les
configurations d’e´coulement de fluide pour l’air sont diffe´rentes de celles de l’eau. Dans un
deuxie`me temps, dans le cas d’un canal d’air chauffe´ asyme´triquement, nous avons e´tudier
l’effet du rayonnement de surface sur l’e´change thermique. En pre´sence du rayonnement
de surfaces, nous constatons l’augmentation du de´bit massique a` l’inte´rieur du canal,
l’ame´lioration de l’e´change thermique entre les parois d’une part et entre la paroi chauffe´e et
l’air d’autre part, la re´duction de la tempe´rature parie´tale et l’e´limination des e´coulements de
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retour. Enfin, nous avons e´tudier l’effet des proprie´te´s variables en fonction de la tempe´rature
dans le cas de l’eau. Pour l’intervalle des diffe´rences de tempe´ratures e´tudie´, nous concluons
que l’hypothe`se de Boussinesq est suffisante pour de´crire l’e´coulement et l’e´change thermique.
En effet, le champ des vitesses ainsi que les tempe´ratures sont quasiment identiques avec
ou sans la prise en compte de la variation des proprie´te´s thermophysiques en fonction de
la tempe´rature. Dans le cas des grands e´carts de tempe´rature, les mode`les des e´quations de
Navier-Stokes compressible ou a` faible nombre de Mach seront ne´cessaires afin de prendre en
compte les effets de compressibilite´ (variation de masse volumique importantes).
Dans le dernier chapitre, nous avons mode´lise´ des conditions aux limites en pression a`
l’entre´e du canal. Pour cela, une simulation de la convection naturelle dans un canal d’eau
contenu dans une cavite´ a e´te´ effectue´e. Les termes de l’e´quation de la quantite´ de mouvement
dans la direction verticale ont e´te´ e´value´s graˆce aux donne´es nume´riques. Nous avons ainsi
trouve´ un lien entre la pression de Bernoulli et le terme visqueux selon la direction transverse.
En effet, la quantite´ Pe + 12V
2
e est diffe´rente de ze´ro a` l’entre´e du canal. Un coefficient de
proportionnalite´ liant les deux termes a e´te´ mis en e´vidence et une nouvelle condition aux
limites a e´te´ imple´mente´e dans le cas du canal seul. De meˆme, imposer Ps = 0 en sortie n’est
pas valable a` faibles Rad . De plus, imposer une tempe´rature nulle a` l’entre´e du canal est aussi
une hypothe`se errone´e compte tenue des effets diffusifs importants a` l’entre´e du canal pour les
bas nombres de Rayleigh. Par ailleurs, l’utilisation des (CLMD) a` bas nombres de Rad dans
le cas (CS) a pour effet la diminution du de´bit et l’augmentation de la tempe´rature parie´tale
(⇓ Nu) dans le canal. Ces variations en terme du de´bit et du Nusselt augmentent avec Kp.
Cependant, la variation maximale en de´bit ne de´passe pas 12%, pourtant les niveaux de pression
impose´s sont importants pour les grands Kp. Pour les grands nombres de Rayleigh, une le´ge`re
diffe´rence est constate´e en utilisant les (CLMD) en terme du de´bit, le nombre de Nusselt et les
profils de tempe´rature sont inchange´s. De plus, l’utilisation des (CDLM) fait tendre le profil de
vitesse vers un profil parabolique, ce qui est en discordance avec les re´sultats obtenus dans les
travaux expe´rimentaux ante´rieurs. En nous basant sur l’inte´grale de la pousse´e d’Archime`de,
nous comprenons enfin que les conditions aux limites en pression n’influencent pas de manie`re
importante l’e´coulement et le transfert thermique dans le canal. Par conse´quent, une e´tude
approfondie sur les conditions aux limites en vitesse et en tempe´rature est indispensable.
Cette e´tude nume´rique de convection naturelle a permis de contribuer dans la
compre´hension de phe´nome`nes physiques ayant lieu au sein d’un canal ouvert repre´sentatif
d’une fac¸ade type double peaux. Elle a aussi permis de faire resortir des proble´matiques qui
peuvent expliquer les diffe´rences entre les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux. D’abord,
d’un point de vue nume´rique, les conditions aux limites doivent eˆtre mode´lise´es de fac¸on
approfondie et le maillage doit eˆtre plus fin dans le cas du canal contenu dans une cavite´.
Ensuite, afin de traiter le proble`me des effets tridimensionnels, il serait pre´fe´rable d’e´tendre
le code en 3D. Puis, comme la plupart des conditions aux limites dynamiques utilise´es dans
la litte´rature ne ge´ne`rent pas de perturbations a` l’entre´e du canal, il serait inte´ressant de
des perturber l’e´coulement a` l’entre´e du canal. Il existe en effet des me´thodes [120][118]
qui permettent de ge´ne´rer des champs turbulents avec des caracte´ristiques spatio-temporels
respectant les mesures statistiques obtenues expe´rimentalement (spectre d’e´nergie cine´tique
turbulente, tenseur de Reynold, fonctions d’autocorre´lations locales, e´chelles inte´grales de
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longueur et du temps). Il serait aussi inte´ressant de comparer les re´sultats de ces simulations
avec ceux obtenus par d’autres codes utilisant des mode`les de Turbulence. Cependant, il est
important d’avoir des mesures expe´rimentales quantifie´es des statistiques spatio-temporels de
l’e´coulement. Par ailleurs, en vue d’e´tudier l’effet de la stratification sur l’e´change thermique
et l’e´coulement, il serait pre´fe´rable d’inte´grer les conditions aux limites en pression afin de
prendre en compte la stratification.
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Annexe A
Sensibilite´ de la convection naturelle dans
un canal vertical aux conditions aux
limites dynamiques
La de´finition des conditions aux limites entre´e/sortie en convection naturelle dans un canal
ouvert chauffe´, a fait l’objet de plusieurs investigations dans la litte´rature. Des e´tudes tant
expe´rimentales que nume´riques [48][49][6][7][8] se sont penche´es sur la manie`re de traduire la
chute de pression a` l’entre´e du canal mais aussi de traduire l’e´coulement de retour en sortie du
canal dans le cas d’un chauffage asyme´trique du canal (cf. Fig. A.1). Ce cas d’e´tude particulier
a fait l’objet d’un exercice de benchmark nume´rique mis en place par le GDR-AmeTh dont le
but est de tester plusieurs conditions aux limites dynamiques. Le cas choisit dans ce benchmark
est le cas expe´rimental de Webb et Hill [37]. Il s’agit d’un e´coulement de convection naturelle
dans un canal vertical de hauteur L, de largeur d (cf. Fig. A.2). L’une des parois est chauffe´e
en densite´ de flux, l’autre paroi est adiabatique. Dans le cadre de ce benchmark, nous allons
e´tudier la sensibilite´ de la convection naturelle vis-a`-vis de diffe´rentes conditions aux limites en
pression a` l’entre´e et en sortie du canal.
Influence des conditions aux limites dynamiques sur la
tempe´rature et sur l’e´change thermique
La figure A.3 regroupe des coupes horizontales de la tempe´rature le long du canal vertical.
D’un point de vue qualitatif, le champ de tempe´rature n’est pas influence´ par les diffe´rentes
conditions aux limites impose´es a` l’entre´e et en sortie du canal. On peut remarquer une petite
diffe´rence pour la coupe horizontale de la vitesse verticale a` Y = A au point du de´but de
l’e´coulement de retour, qui est duˆ aux diffe´rences entre les tailles des e´coulements de retour
pour diffe´rentes conditions aux limites en pression. Quant aux nombres de Nusselt moyens et
locaux (voir tableau A.1), ils sont le´ge`rement modifie´s pour les quatre conditions aux limites.
En effet, l’e´cart maximal en nombre de Nusselt ne de´passe pas 2.5% pour les diffe´rents
cas. On peut constater donc, que la distribution de la tempe´rature a` l’inte´rieur de la couche
limite thermique est la meˆme pour les diffe´rentes conditions aux limites en pression malgre´
la diffe´rence des profils de vitesse (voir figure A.4). Nous rejoignons ainsi les remarques de
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Sensibilite´ de la convection naturelle dans un canal vertical aux conditions aux limites
dynamiques
Re-circulation
FIGURE A.1 – Phe´nome`nes de chute de pression a` l’entre´e et en sortie du canal.
Marcondes et al. [7] qui stipulent que du moment ou` les conditions aux limites en pression ne
changent pas l’e´paisseur de la couche limite thermique, le transfert thermique n’est pas affecte´
dans le canal. Ces remarques sont confirme´es par le calcul des nombres de Nusselt moyens et
locaux. En effet, les nombres de Nusselt Nu1 et Nu2 sont quasiment identiques au moins le
long de la partie chauffe´e du canal pour BG0−BG−BL0−BL (cf. Tableau A.1). Quant a` la
tempe´rature de´bitante (inversement proportionnelle a` la vitesse moyenne), elle est diffe´rente
entre les conditions aux limites locale et globale en pression (voir tableau A.1). Cela est lie´ aux
diffe´rences en terme de vitesse moyenne qui s’ave`re eˆtre plus influence´e par ces conditions aux
limites.
Influence des conditions aux limites sur le champ de vitesse
La figure A.4 regroupe des coupes horizontales de la vitesse verticale le long du canal
vertical. Les profils de vitesses sont plats a` l’entre´e du canal pour (BL, BL0) et sont paraboliques
pour (BG,BG0). A Y = A/4, les profils sont paraboliques pour les quatre jeux de conditions aux
limites. On peut remarque´ aussi qu’a` partir de Y = A/2, les vitesses maximales sont quasiment
les meˆmes dans la couche limite dynamique. Cela est duˆ au fait que les forces de pression
n’ont aucune influence sur l’e´paisseur de la couche limite thermique ou la force d’Archime`de
et le seul moteur de l’e´coulement. En dehors de la couche limite thermique, les vitesses sont
plus importantes en utilisant des conditions aux limites en pression du type BG− BG0. Par
conse´quent, le de´bit obtenu pour BG−BG0 est plus grand que celui obtenu par BL−BL0. Par
ailleurs, l’utilisation des conditions aux limites type Bernoulli locale implique une longueur
de pe´ne´tration, des tailles d’e´coulement de retour der et de recirculation drc plus importantes
que celles obtenues dans le cas de Bernoulli globale (cf. Figures A.5 et Tableau A.2). Par
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Sensibilite´ de la convection naturelle dans un canal vertical aux conditions aux limites
dynamiques
ou
ou
FIGURE A.2 – Ge´ome´trie 2D avec conditions aux limites thermiques et dynamiques du
benchmark [14].
Dieudonne´ re´pond a` Patrick Cohen et Timsit
conse´quent, le de´bit entrant par la partie supe´rieure Ges est plus important en utilisant BL−BL0.
De plus, la mise a` ze´ro de la pression en sortie conduit a` une augmentation de der et drc.
La figure A.6 pre´sente les profils de pression verticaux pour les quatre conditions aux
limites BG−BG0−BL−BL0. La pression diminue a` l’entre´e du canal a` cause de la perte de
charge et augmente a` partir de la partie chauffe´e du canal dans laquelle la force d’Archime`de
devient active. Notez e´galement que le gradient de pression −∂p/∂Y est plus important dans la
partie amont du canal pour BL et BL0. Cela est duˆ a` la longueur d’e´tablissement du profil de
vitesse (pour passer d’un profil plat a` Y = 0 a` un profil parabolique a` Y = A/4 ) qui est plus
importante pour BL et BL0. En effet, dans le cas BG−BG0, le gradient de pression e´volue de
manie`re line´aire en fonction de la hauteur, ce qui montre que le profil de vitesse est e´tablit a`
l’entre´e.
Nous avons ainsi effectue´ une e´tude sur l’influence des conditions aux limites en pression
BL−BL0−BG−BG0 sur l’e´coulement et le transfert thermique. Nous avons remarque´ que ces
conditions aux limites ont peu d’influence sur le transfert thermique i.e. le nombre de Nusselt
est quasiment identique le long de la partie chauffe´e pour les diffe´rentes conditions aux limites.
Toutefois, la tempe´rature de´bitante est plus sensible aux conditions aux limites en pression. Par
ailleurs, nous avons constate´ que l’utilisation d’une pression de type Bernoulli globale implique
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Ni ∗N j = 200∗1200;Ra = 5.105;A = 10
BG0 BG BL0 BL
Nu1 6.93 6.97 6.84 6.91
Nu1[3A8 ] 7.28 7.32 7.20 7.27
Nu1[A2 ] 6.23 6.26 6.17 6.22
Nu1[5A8 ] 5.69 5.72 5.63 5.68
Nu1[3A4 ] 5.67 5.69 5.60 5.65
Nu1[7A8 ] 9.89 9.96 9.71 9.84
Nu1[A] 11.95 12.05 11.70 11.87
Ni ∗N j = 200∗1200;Ra = 5.105;A = 10
BG0 BG BG0 BG
Nu2 6.93 6.97 6.84 6.91
Nu2[3A8 ] 8.25 8.21 8.45 8.29
Nu2[A2 ] 7.80 7.67 8.27 7.89
Nu2[5A8 ] 7.85 7.64 8.61 7.99
Nu2[3A4 ] 8.89 8.53 10.34 9.15
Nu2[7A8 ] 27.09 23.94 47.52 29.71
Nu2[A] 51.31 40.99 282.96 61.36
Ni ∗N j = 200∗1200;Ra = 5.105;A = 10
BG0 BG BL0 BL
θb[3A8 ] 0.0161 0.0147 0.0206 0.0171
θb[A2 ] 0.0321 0.0293 0.0410 0.0340
θb[5A8 ] 0.0482 0.0440 0.0615 0.0510
θb[3A4 ] 0.0641 0.0585 0.0818 0.0679
θb[7A8 ] 0.0642 0.0586 0.0820 0.0680
θb[A] 0.0642 0.0586 0.0819 0.0679
Tableau A.1 – Les nombres de Nusselt locaux et moyens et les tempe´ratures de´bitantes pour
les quatre conditions aux limites BG−BG0−BL−BL0. Les donne´es sont prises a` diffe´rentes
hauteurs du canal.
un de´bit plus important que dans le cas d’une pression de type Bernoulli locale. De plus, le
profil de vitesse obtenu avec (BG,BG0) est parabolique alors qu’il est plat pour (BL,BL0). En
de´pit des diffe´rences constate´es, les quantite´s physiques globales (de´bits et Nusselt) sont tre`s
proches pour les diffe´rentes conditions aux limites.
Ni ∗N j = 200∗1200;Ra = 5.105;A = 10
GB0 GB LB0 LB
Ve 0.1099 0.1205 0.0861 0.1039
Ges 0.0249 0.0176 0.0399 0.0263
Vemax 0.1649 0.1808 0.0968 0.1159
Vsmax 0.4946 0.4943 0.4922 0.4897
der 0.503 0.478 0.553 0.523
drc 0.700 0.655 0.768 0.716
Tableau A.2 – Influence des conditions aux limites en pression (BG),(BG0),(BL),(BL0) sur
la vitesse moyenne, le de´bit entrant en sortie, les vitesses maximales, la taille de l’e´coulement
de retour et la taille de recirculation.
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FIGURE A.3 – Profils de Tempe´rature le long du canal pour diffe´rentes sections horizontales
et diffe´rentes conditions aux limites en pression BL−BL0−BG−BG0.
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FIGURE A.4 – Profils de vitesse verticale le long du canal pour diffe´rentes sections horizontales
et diffe´rentes conditions aux limites en pression.
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FIGURE A.5 – Influence des conditions aux limites (de gauche a` droite (GB,GB0,LB,LB0))
sur la pe´ne´tration de l’e´coulement de retour.
0 2 4 6 8 10
−12
−10
−8
−6
−4
−2
0
2 x 10
−3
Y
P(
Y)
 
 
BG
BG0
BL
BL0
Ra=5.105
A=10
FIGURE A.6 – Profil vertical de la pression le long du canal pour diffe´rentes conditions aux
limites en pression BL−BL0−BG−BG0.
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Annexe B
Effets du rayonnement entre surfaces dans
un canal ouvert
Ce travail s’inscrit dans la continuite´ des simulations re´alise´es dans le cadre du benchmark
[14] et vise a` mettre en e´vidence les effets du rayonnement thermique sur l’e´coulement et les
transferts de chaleur dans un canal vertical chauffe´ en densite´ de flux.
La configuration mise sous investigations est pre´sente´e dans la figure II.3. Dans un premier
temps, les re´sultats sont obtenus avec une diffe´rence de tempe´rature adimentionnelle de
∆T = 23.2K. Le nombre de Rayleigh est pris e´gal a` Rad = 5.105. La longueur de re´fe´rence
ainsi que la densite´ de flux correspondantes sont respectivement Lre f = 0.058 m et qw = 10
W/m2. Nous avons ensuite obtenus des re´sultats en fixant la longueur de re´fe´rence d = 0.02
m et en variant le nombre de Rayleigh entre Rad = 103 et Rad = 105, ce qui correspond a`
des densite´s de flux parie´tales allant de qw = 14.46 W/m2 a` qw = 1446 W/m2. Dans ce cas,
la variation du nombre de Rad est simplement due a` celle de la densite´ de flux parie´tale. Le
rapport de forme du canal est pris e´gale a` A = 10. Les e´missivite´s sont prises entre ε = 0 et 0.9
et la tempe´rature ambiante est e´gale a` T0 = 293.5 K.
On discute ci-dessous l’influence de l’e´missivite´ sur le champ de tempe´rature, sur le champ
de vitesse et sur le transfert de chaleur (nombre de Nusselt). Nous nous contentons dans un
premier temps d’utiliser une seule condition au limite dynamique GB0. Nous pre´sentons par la
suite l’influence des diffe´rentes conditions aux limites dynamiques sur la convection naturelle
couple´e au rayonnement.
Influence de l’e´missivite´
La figure B.10 illustre la distribution de la tempe´rature pour diffe´rentes hauteurs du canal et
pour diffe´rentes e´missivite´s. En absence de rayonnement entre surfaces ε = 0, la tempe´rature
sur la surface droite (adiabatique) est quasiment e´gale a` la tempe´rature ambiante (cf. Fig.
B.3). Quand ε 6= 0, les tempe´ratures sur la partie chauffe´e et la paroi adiabatique supe´rieure
gauche diminuent alors qu’elle accroıˆt celles de la paroi droite ainsi que celles de la partie
adiabatique infe´rieure gauche (cf. Fig. B.3). En effet, l’e´change thermique par rayonnement
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entre surfaces diminue le flux de chaleur parie´tal de la paroi gauche en le redistribuant sur les
parois adiabatiques.
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FIGURE B.1 – Influence de l’e´missivite´ sur les profils de tempe´ratures.
Les re´sultats en terme de nombres de Nusselt sont pre´sente´s dans le tableau B.1. Les
nombres Nusselt convectifs et radiatifs au niveau de la paroi gauche augmentent de fac¸on
significative en pre´sence du rayonnement entre surfaces. L’augmentation de l’e´missivite´ des
parois s’accompagne par l’augmentation de l’e´change convectif et radiatif au niveau de la paroi
chauffe´e.
144
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Effets du rayonnement entre surfaces dans un canal ouvert
0 2 4 6 8 10
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
0.14
0.16
0.18
0.2
X
T(
X=
0,Y
)
 
 
ε=0
ε=0.1
ε=0.4
ε=0.9
Ra=5.105
A=10
(a)
0 2 4 6 8 10
−0.01
0
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
Y
T(
X=
1,Y
)
 
 
ε=0
ε=0.1
ε=0.4
ε=0.9
Ra=5.105
A=10
(b)
FIGURE B.2 – Profils de tempe´rature sur les parois verticales gauche (a) et droite (b) pour
diffe´rentes e´missivite´s.
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FIGURE B.3 – Profils de tempe´rature sur les parois verticales gauche et droite respectivement
de gauche a` droite pour diffe´rentes e´missivite´s.
Ni ∗N j = 100∗1000;Ra = 5.105;A = 10;∆T = 23.2;Lre f = 0.058
ε = 0 ε = 0.1 ε = 0.4 ε = 0.9
Nuc 7.583 8.336 10.517 12.645
Nu 3A
8
7.981 8.753 11.133 13.536
Nu A
2
6.549 7.538 9.689 11.643
Nu 5A
8
5.852 6.932 9.036 10.897
Nu 3A
4
5.762 7.090 9.790 12.254
Nu 7A
8
10.272 13.814 19.207 21.203
NuA 12.440 16.893 23.181 25.379
Nur 0 0.1906 0.4147 0.5440
Nur(rw) 0 0.1107 0.2609
Vms 0.31467 0.2034 0.2414 0.2497
Vme 0.3142 0.2032 0.2411 0.2493
Ges 0 0 0 0
Vemax 0.3355 0.2197 0.2593 0.2678
Vsmax 0.4638 0.4437 0.3871 0.3524
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FIGURE B.4 – Influence de l’e´missivite´ sur les isothermes. Les e´missivite´ sont ε= 0,0.1,0.4,0.9
respectivement de gauche a` droite.
Tableau B.1 – Influence de l’e´missivite´ des parois sur le transfert thermique en chauffage
syme´trique (nombres de Nusselt), sur le de´bit et sur les vitesses maximales en entre´e et en
sortie du canal.
En convection pure, l’air chauffe´ au niveau de la paroi monte par convection naturelle et cre´e
une couche limite dynamique le long de la paroi chauffe´e. Pour alimenter cette couche limite,
l’air rentre par le haut (l’alimentation par le bas n’e´tant pas suffisante ; cf B.6 pour ε = 0).
En pre´sence du rayonnement entre surfaces, la redistribution de l’e´nergie fournie par la paroi
chauffe´e se traduit par la diminution l’e´coulement le long de la paroi gauche et l’apparition d’un
e´coulement secondaire le long de la paroi droite. Ce nouvel e´coulement fait disparaıˆtre une
e´ventuelle recirculation au niveau de la sortie. Par conse´quent, l’effet chemine´e devient plus
important ce qui augmente conside´rablement le de´bit dans le canał. L’e´volution des vitesses
maximales a` l’entre´e et en sortie du canal est donne´e dans le tableau B.1.
Influence du nombre de Rayleigh
d’apre`s les re´sultats pre´ce´dents, il est clair que l’e´change thermique par rayonnement entre
parois influence le transfert thermique et l’e´coulement au sein du canal. Les figures B.14, B.8
et B.9 repre´sentent les tempe´ratures parie´tales, les champs de vitesse et de tempe´rature pour
diffe´rentes e´missivite´s ε= 0,0.1,0.9 et diffe´rents nombres de Rayleigh. D’abord, en augmentant
le nombre de Rad , les couches limites thermique et dynamique deviennent plus fines favorisant
ainsi plus d’e´change thermique par convection. De plus, l’e´change thermique par rayonnement
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devient plus important en augmentant l’e´missivite´. L’augmentation du nombre de Rayleigh cre´e
des couches limites inde´pendantes i.e. l’e´coulement pre´s d’une paroi est e´quivalent a` celui le
long d’une plaque plane en convection naturelle (e´coulement en re´gime de couche limite). Ceci
re´sulte a` la re´duction des tempe´ratures des parois chauffe´es (voir figure B.14). Notons e´galement
que, la tempe´rature des parois non chauffe´es augmentent avec l’e´missivite´ pour tous les nombres
de Rayleigh. Toutefois, la tempe´rature des parois non chauffe´es augmente avec le nombre du
Rayleigh a` cause de l’apport d’e´nergie thermique (venant des parois chauffe´es) qui devient
important. Cette e´nergie est partiellement transfe´re´e sous forme me´canique dans le fluide pour
le mettre en mouvement. L’e´coulement s’intensifie au niveaux des parois fur et a` mesure que
nous augmentons l’e´missivite´ et le nombre de Rayleigh (voir figure B.9). En regardant les lignes
de courant, nous pouvons constater que les couches limites dynamiques cre´e´es au niveau des
parois non chauffe´es, donnent naissance a` des e´coulement secondaires qui rendent les lignes de
courant plus droites, e´liminant ainsi un possible e´coulement de retour.
Vmax
Rad = 103 Rad = 104 Rad = 105
Nuc Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71
A = 0.01 0.43 0.30 0.33 0.09 0.15 0.06
A = 0.02 0.43 0.27 0.32 0.09 0.16 0.05
A = 0.16 0.39 0.16 0.12 0.07 0.05 0.04
A = 0.32 0.21 0.14 0.11 0.07 0.05 0.05
A = 0.48 0.19 0.14 0.11 0.08 0.06 0.05
A = 0.64 0.19 0.14 0.12 0.08 0.06 0.05
A = 0.8 0.19 0.15 0.12 0.09 0.06 0.06
A = 0.96 0.19 0.15 0.12 0.09 0.06 0.06
Tableau B.2 – Abscisses des valeurs maximales de vitesse dans l’eau et dans l’air pour Rad =
105,106,107 et A = 5.
Influence des conditions aux limites en pression
On peut faire la meˆme remarque que dans le cas de la convection pure : le champ de
tempe´rature est quasiment inchange´ pour diffe´rentes conditions aux limites dynamiques en
pre´sence du rayonnement. Cela est sugge´re´ par les valeurs des nombres de Nusselt local calcule´s
a` plusieurs hauteurs du canal (cf. Tableau B.3). La figure B.12 regroupe les coupes horizontales
de la vitesse verticale le long du canal en pre´sence du rayonnement de surfaces. Les conditions
aux limites BG0 et BL0 donnent respectivement les meˆmes re´sultats en terme de tempe´rature
et de vitesse que BG et BL. En effet, la disparition de l’e´coulement de retour en pre´sence du
rayonnement implique une pression nulle en sortie du canal pour toutes les conditions aux
limites dynamiques en pression. Cela veut dire que BL0 et BL donnent des re´sultats identiques
en pre´sence du rayonnement entre surfaces (idem pour BG0 et BG). Le tableau B.3 regroupe
des re´sultats qualitatifs en terme de nombres de Nusselt (locaux et moyens), de de´bits et de
vitesses maximales a` l’entre´e et en sortie du canal. La diffe´rence entre les de´bits est d’environ
15% pour BG0 et BL0, la diffe´rence en moyenne entre les nombres de Nusselt ne de´passe pas
147
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf 
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
Effets du rayonnement entre surfaces dans un canal ouvert
3%. Par ailleurs, le profil de vitesse correspondant a` BL0 est plat a` l’entre´e du canal tandis qu’il
est parabolique pour BG0.
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FIGURE B.5 – Profils de vitesse le long du canal pour diffe´rentes sections horizontales et pour
diffe´rentes conditions aux limites dynamiques.
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FIGURE B.6 – Influence de l’e´missivite´ sur les lignes de courant a` Rad = 5×105.
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FIGURE B.7 – Tempe´rature parie´tales (gauches en haut ; droites en bas) avec et sans
rayonnement entre surfaces pour diffe´rentes e´missivite´s. Rad = 103 (a)/(d) ; Rad = 104 (b)/(e) ;
Rad = 105 (c)/(f).
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FIGURE B.8 – Champ de tempe´rature avec ou sans sans rayonnement pour Rad = 103 (a),
Rad = 104 (b), Rad = 105 (c) ; T0 = 293.15, d = 0.02 m ; e´missivite´ ε = 0 (en haut), ε = 0.1 (au
milieu), ε = 0.9 (en bas).
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FIGURE B.9 – Champ de vitesse avec ou sans sans rayonnement pour Rad = 103 (a), Rad = 104
(b), Rad = 105 (c) ; T0 = 293.15, d = 0.02 m ; e´missivite´ ε = 0 (en haut), ε = 0.1 (au milieu),
ε = 0.9 (en bas).
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FIGURE B.10 – Influence de l’e´missivite´ sur les profils de tempe´ratures.
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FIGURE B.11 – Influence de l’e´missivite´ sur les isothermes.
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FIGURE B.12 – Profils de vitesse verticale pour diffe´rentes sections horizontales et pour
diffe´rentes conditions aux limites dynamique en pre´sence du rayonnement.
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Ni ∗N j = 200∗1200;Rad = 5.105;A = 10;∆T = 23.2;Lre f = 0.058 ; ε = 0.1
BL0 BG0
Nuc 7,880 7.929
Nu 3A
8
8.271 8.317
Nu A
2
7.100 7.147
Nu 5A
8
6.482 6.553
Nu 3A
4
6.556 6.648
Nu 7A
8
12.335 12.632
NuA 15.060 15.506
Nur 0.1261 0.1260
Ve 0.1904 0.2221
Ges 0 0
Vemax 0.2076 0.3324
Vsmax 0.4595 0.4763
Tableau B.3 – Influence des conditions aux limites dynamiques sur le transfert thermique
(nombres de Nusselt), sur le de´bit et sur les vitesse maximales a` l’entre´e et en sortie du canal.
Influence du rayonnement en chauffage syme´trique
Les figures B.13, B.14, B.15, B.16 et B.17 pre´sentent des coupes horizontales de
tempe´rature et de vitesse, des coupes verticales de tempe´rature, les isothermes et les lignes de
courant pour diffe´rentes e´missivite´s et diffe´rents nombres de Rayleigh. La figure B.13 montre
que les profils de tempe´rature ne sont pas tre`s diffe´rents entre le cas ε = 0.1 et ε = 0.9 sauf
pour la partie infe´rieure du canal. En effet, le chauffage syme´trique et le petit espacement entre
les parois impliquent un transfert radiatif ne´gligeable entre parois et a` un facteur de forme
petit avec l’environnement exte´rieur. Dans la partie haute du canal, les tempe´ratures sont plus
importantes pour ε = 0.1 que pour ε = 0.9, le contraire est observe´ dans la partie infe´rieure. Des
tempe´ratures faibles dans la partie infe´rieure du canal renseigne une faible force d’Archime`de
impliquant un faible de´bit massique. Cela entraine des valeurs e´leve´s des tempe´ratures dans
la partie supe´rieure du canal pour ε = 0.9 que pour ε = 0.1. Ces constatations sont en accord
avec les e´tudes [131][132]. Les diffe´rences entre les valeurs de tempe´rature associe´es a` des
valeurs d’e´missivite´ de ε = 0.1 et ε = 0.9 sont en ge´ne´rale faibles. Les tempe´ratures maximales
pre´sentent par exemple 7% de diffe´rences pour les deux e´missivite´s. Par ailleurs, les profils de
vitesse a` diffe´rentes hauteurs du canal sont pre´sente´s dans la figure B.15. Les profils de vitesse
sont quasiment identiques pour toutes les e´missivite´s a` l’entre´e du canal. Les profils sont
le´ge`rement diffe´rents fur et a` mesure qu’on monte dans le canal. L’influence du rayonnement
entre surfaces en chauffage syme´trique peut eˆtre conside´re´e ne´gligeable sur le champ de vitesse
pour diffe´rentes e´missivite´s.
Les figures B.16 et B.17 repre´sentent les isothermes et les lignes de courant pour diffe´rentes
e´missivite´s et diffe´rents nombres de Rayleigh pour les cas de chauffage syme´trique et
asyme´trique. on peut remarquer que les configurations d’e´coulements de chauffage syme´trique
et asyme´trique sont tre`s semblables pour des parois tre`s e´missives. L’e´tude de la convection avec
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Effets du rayonnement entre surfaces dans un canal ouvert
rayonnement entre surfaces dans un canal de paroi tre`s e´missive et chauffe´ asyme´triquement
revient finalement a` e´tudier le cas d’un canal chauffe´ syme´triquement chauffe´ en densite´ de
flux.
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FIGURE B.13 – Tempe´rature parie´tales (gauches en haut ; droites en bas) en couplage
convection-rayonnement entre surfaces pour diffe´rentes e´missivite´s et pour Ra = 5.105 (a)/(d) ;
Ra = 106 (b)/(e) ; Ra = 107 (c)/(f).
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FIGURE B.14 – Tempe´rature parie´tales (gauches en haut ; droites en bas) en couplage
convection-rayonnement entre surfaces pour diffe´rentes e´missivite´s. Ra= 105 (a)/(d) ; Ra= 106
(b)/(e) ; Ra = 107 (c)/(f).
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FIGURE B.15 – Tempe´rature parie´tales (gauches en haut ; droites en bas) en couplage
convection-rayonnement entre surfaces pour diffe´rentes e´missivite´s. Ra= 105 (a)/(d) ; Ra= 106
(b)/(e) ; Ra = 107 (c)/(f).
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FIGURE B.16 – Champ de tempe´rature avec ou sans sans rayonnement a` Ra = 105 pour
diffe´rentes e´missivite´s et Ra = 105. Chauffage asyme´trique (en haut) ; Chauffage syme´trique
(en bas). L’e´missivite´ varie de 0 a` 0.9 de la gauche vers la droite
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FIGURE B.17 – Champ de vitesse avec ou sans sans rayonnement a` Ra = 105 pour diffe´rentes
e´missivite´s et Ra = 105. Chauffage asyme´trique (en haut) ; Chauffage syme´trique (en bas).
L’e´missivite´ varie de 0 a` 0.9 de la gauche vers la droite
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Annexe C
Comparaison de la convection naturelle
entre l’eau et l’air dans un canal vertical
chauffe´ asyme´triquement en densite´ de
flux de chaleur
Dans la litte´rature, la plupart des e´tudes ont e´te´ re´alise´es en utilisant l’air comme fluide
de travail et la partie de l’e´change thermique par rayonnement n’est pas encore comple`tement
connue. Pour e´tudier la convection naturelle pure, certains auteurs ont utilise´ l’eau comme
fluide de travail dans le but de s’affranchir du rayonnement entre surfaces. Cependant, la
litte´rature a montre´ que peu d’e´tudes se sont penche´es sur la convection naturelle dans l’eau.
De plus, la plupart des enqueˆtes se sont limite´es a` des mesures et analyses thermiques, aucune
e´tude n’a montre´ les diffe´rences en terme de configurations d’e´coulements entre l’air et l’eau
en convection naturelle au sein d’un canal vertical. Afin de contribuer a` la compre´hension des
me´canismes physiques de la convection naturelle pure, nous pre´sentons une e´tude comparative
en terme de quantite´s thermiques et cine´matiques pour l’e´coulement de convection pure entre
l’eau et l’air.
Mode`le Physique
Le proble`me e´tudie´ est un canal vertical ouvert pre´sente´ dans la figure IV.4-(a).Une paroi
est chauffe´e totalement en densite´ de flux de chaleur, l’autre est adiabatique. Le canal est de
longueur L, de largeur d et de rapport de forme A = L/d. Les e´coulements des deux fluides
(eau et air) sont suppose´s incompressibles, laminaires et bidimensionnels.
Re´sultats et discussions
Dans la pre´sente e´tude, le nombre de Rayleigh varie de 105 a` 107 et le rapport de forme est
pris e´gal a` 5 et 10. Les nombres de Prandtl utilise´s sont 0.71 et 7.0, ce qui correspond a` l’air et a`
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Comparaison de la convection naturelle entre l’eau et l’air dans un canal vertical chauffe´
asyme´triquement en densite´ de flux de chaleur
l’eau respectivement. Les de´tails des e´coulements et des champs de tempe´rature sont pre´sente´s
ci-dessous. Les figures C.1 et C.2 pre´sentent les configurations d’e´coulement de l’eau et de
l’air en forme d’isothermes et de lignes de courant pour A = 5 et Rad = 105,106,107. Dans
la figure C.1, un e´coulement de retour se produit pour toutes les configurations. En effet, l’air
chauffe´ s’e´le`ve par convection naturelle et cre´e une couche limite dynamique le long de la paroi
chauffe´e. Pour alimenter cette couche limite, l’air pe´ne`tre par le haut lorsque l’alimentation par
le bas n’est pas suffisante. La profondeur de pe´ne´tration de l’e´coulement de retour dans la partie
supe´rieure du canal augmente avec le nombre de Rayleigh pour les deux fluides. Toutefois, la
profondeur de pe´ne´tration est diffe´rente entre l’air et l’eau, elle est plus importante dans le cas
de l’air. Il y’a aussi une diffe´rence significative dans la croissance et l’e´paisseur de la couche
limite dynamique de l’eau et de l’air. Comme attendu, quand le nombre de Rayleigh augmente,
l’e´paisseur de la couche limite dynamique diminue, a` la fois pour l’eau et l’air. Cependant,
l’e´paisseur de la couche limite dynamique est infe´rieure dans l’air (voir tableaux C.2 et C.3).
Notons e´galement que, en augmentant le nombre de Rayleigh, les e´paisseurs des couches
limites dynamiques des deux fluides deviennent quasiment e´gales en s’approchant de la sortie
du canal. Contrairement a` la couche dynamique, l’e´paisseur de la couche limite thermique
est le´ge`rement supe´rieure dans l’air que dans l’eau. Les diffe´rences dans les e´paisseurs des
couches limites sont dues aux effets du nombre de Prandtl et au pre´sence des recirculations en
sortie du canal pre`s de la paroi adiabatique.
Les figures C.3 et C.4 pre´sentent les profils de tempe´rature adimensionnelle pour A = 5 et
les profils de vitesse adimensionnelle pour A = 10 a` diffe´rentes hauteurs du canal et diffe´rents
nombres de Rayleigh pour les deux fluides. Les tempe´ratures sont supe´rieures dans l’air que
dans l’eau. Cela est duˆ a` un e´change de chaleur important entre la paroi chauffe´e et le fluide
dans le cas de l’eau. On observe que l’augmentation du nombre de Prandtl (Pr = 7) se traduit
par une diminution de l’e´paisseur de couche limite thermique et de la tempe´rature moyenne a`
l’inte´rieur de la couche limite. Dans le cas de l’eau (Pr = 7), l’e´coulement est plus confine´ pre`s
de la paroi que dans le cas de l’air (Pr = 0.71). En outre, le champ de tempe´rature diffuse tre`s
peu dans le fluide et de´croıˆt rapidement a` partir de la paroi. En corollaire, la zone d’action de la
convection naturelle est de plus en plus confine´e pre`s de la paroi et le jet ascendant est de plus
en plus faible. Il y’a donc une diminution de la tempe´rature avec l’augmentation du nombre
de Prandtl. Nous avons aussi remarque´ que les e´carts sont plus importants pour le plus petit
rapport de forme et augmente avec l’augmentation du nombre de Rayleigh modifie´.
Nous allons maintenant analyser les profils de vitesse verticale. En raison des e´coulements
de retour et de la viscosite´, les profils de vitesse sont plus homoge´ne´ise´s dans l’eau que dans
l’air. De plus, les profils de vitesse et les vitesses moyennes sont diffe´rents pour les deux
fluides (voir figure C.4 et tableau C.1 ). Les diffe´rences en terme de la vitesse moyenne varie
en fonction du nombre de Rayleigh, et va de 42% a` 85% pour A = 5 et de 34% a` 80% pour
A = 10.
Les figures C.5 et C.6 pre´sentent les re´sultats en terme de nombre de Nusselt moyen Nu.
Les re´sultats montrent que le nombre de Nusselt est plus grand dans l’eau que dans l’air. Les
diffe´rences en nombre de Nusselt varie en fonction du nombre de Rayleigh modifie´, et va de
7% a` 22% pour A = 5 et de 8% a` 23,87 pour A = 10 (voir tableau C.1). Les discordances sur le
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nombre de Nusselt augmentent avec le nombre de Rayleigh modifie´.
Comme conclusion, l’utilisation de l’eau pour pre´dire la convection naturelle de l’air
donne des re´sultats raisonnables en terme d’e´change thermique mais seulement pour des
Rayleigh pas tre`s grands. En revanche, les configurations d’e´coulement sont diffe´rentes entre
les deux fluides. Les diffe´rences en terme des profils vitesse, de l’e´paisseur de la couche limite
dynamique et de la profondeur de pe´ne´tration refle`tent ces points.
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FIGURE C.1 – Les lignes de courant dans l’eau (haut) et dans l’air (bas) pour A= 5, Rad = 105
(a), Rad = 106 (b) et Rad = 107 (c).
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Vmax
Rad = 105 Rad = 106 Rad = 107
Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71
A = 5
Nu 6.0086 5.4452 9.3219 7.9065 15.8835 12.2703
V 0.0259 0.0149 0.0157 0.0039 0.0069 0.0011
A = 10
Nu 10.4535 9.6230 16.3315 13.9422 27.9822 21.3019
V 0.0415 0.0271 0.0267 0.0098 0.0122 0.0025
Tableau C.1 – Nombres de Nusselt moyen et vitesses moyennes dans l’eau et dans l’air pour
Rad = 105,106,107 et A = 5,10.
Vmax
Rad = 105 Rad = 106 Rad = 107
Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71
A = 0.01 0.43 0.30 0.33 0.09 0.15 0.06
A = 0.02 0.43 0.27 0.32 0.09 0.16 0.05
A = 0.16 0.39 0.16 0.12 0.07 0.05 0.04
A = 0.32 0.21 0.14 0.11 0.07 0.05 0.05
A = 0.48 0.19 0.14 0.11 0.08 0.06 0.05
A = 0.64 0.19 0.14 0.12 0.08 0.06 0.05
A = 0.8 0.19 0.15 0.12 0.09 0.06 0.06
A = 0.96 0.19 0.15 0.12 0.09 0.06 0.06
Tableau C.2 – Abscisses des valeurs maximales de vitesse dans l’eau et dans l’air pour Rad =
105,106,107 et A = 5.
Vmax
Rad = 105 Rad = 106 Rad = 107
Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71 Pr = 7 Pr = 0.71
A = 0.01 0.46 0.42 0.40 0.11 0.17 0.08
A = 0.02 0.45 0.35 0.35 0.12 0.20 0.05
A = 0.16 0.39 0.22 0.16 0.08 0.06 0.05
A = 0.32 0.25 0.17 0.13 0.09 0.06 0.05
A = 0.48 0.22 0.17 0.13 0.09 0.06 0.06
A = 0.64 0.22 0.17 0.13 0.10 0.07 0.06
A = 0.8 0.21 0.17 0.13 0.10 0.07 0.06
A = 0.96 0.21 0.18 0.13 0.11 0.07 0.07
Tableau C.3 – Abscisses des valeurs maximales de vitesse dans l’eau et dans l’air a` diffe´rentes
hauteurs et pour Rad = 105,106,107 et A = 10.
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FIGURE C.2 – Les isothermes dans l’eau (haut) et dans l’air (bas) pour A = 5, Rad = 105 (a),
Rad = 106 (b) et Rad = 107 (c).
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FIGURE C.3 – Re´sultats en terme de profils de tempe´rature pour diffe´rentes hauteurs (a), (b),
(c) ; et les tempe´ratures parie´tales pour l’eau et l’air (d), avec Rad = 105,106,107 and A = 5.
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FIGURE C.4 – Re´sultats en terme de profils de vitesse pour diffe´rentes hauteurs pour l’eau et
l’air (d), avec Rad = 105,106,107 et A = 10.
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FIGURE C.5 – Nombres de Nusselt pour l’eau et l’air, avec Ra∗ = Rad
A
= 2.104,2.105,2.106 et
A = 5.
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FIGURE C.6 – Nombres de Nusselt pour l’eau et l’air, avec Ra∗ = Rad
A
= 104,105,106 et
A = 10.
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Annexe D
´Equation de Bernoulli ge´ne´ralise´e pour un
fluide visqueux
L’e´quation de conservation de quantite´ de mouvement sous forme dimensionne´e pour un
fluide visqueux et irrotationnel s’e´crit comme suite :
D~v
Dt
=−
1
ρ∇p+ν∆~v−ρg~y (D.1)
L’e´quation (D.1) est une e´quation vectorielle. Elle peut eˆtre mise sous forme scalaire en la
multipliant fois ~ds, avec ~ds un e´le´ment de longueur d’une ligne de courant. Donc :
D~v
Dt
· ~ds = Dv
Dt
·ds = v∂v∂s ·ds+
∂v
∂t ·ds =−
1
ρ∇p ·
~ds+ν∆~v · ~ds−ρg~y · ~ds (D.2)
En examinant les termes de l’e´quation (D.2), on note que :
–
∂v
∂s ·ds = dv variation en v le long de s
– ∇p · ~ds = dp variation en p le long de s
– ~y · ~ds = dy variation de y le long de s
En replac¸ant dans l’e´quation (D.2), on obtient :
vdv+ ∂v∂t ·ds =−
1
ρdp+ν∆v ·ds−dy (D.3)
En inte´grant le long d’une ligne de entre un point 1 et un point 2, on a :
∫ 2
1
∂v
∂t ·ds+
∫ 2
1
dp
ρ +
v22− v
2
1
2
+
∫ 2
1
ν∆vds+g(y2− y1) = 0 (D.4)
Si on suppose que l’e´coulement est stationnaire, incompressible (densite´ constante) et que
y1 = y2 (les deux points se situent sur la meˆme hauteur), l’e´quation (D.4) devient alors :
p2− p1
ρ +
v22− v
2
1
2
+
∫ 2
1
ν∆vds = 0 (D.5)
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´Equation de Bernoulli ge´ne´ralise´e pour un fluide visqueux
En introduisant les variables adimensionnelles (cf. Chap. II § 2), l’e´quation (D.5) devient :
P2−P1 +
V 22 −V 21
2
+
∫ 2
1
Pr.Ra−1/2∆Vds = 0 (D.6)
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